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Part I

급수와 테일러 전개





CHAPTER 1

급수

1. 수열과 급수

2. 등비급수

3. 비교판정법

4. 멱근판정법

5. 비율판정법

6. 적분판정법

7. 교대급수와 절대수렴급수

로피탈의 정리를 이용하여도 좋다.

예제 1.7.1. p, q, r P R에 대하여 다음 급수의 수렴성을 판별하라 :
ÿ

ně1

np(logn)q(log logn)r.

(1)
ř

ně1
1

n logn는
ş

dx
x logx = log logx와비교할수있고,따라서발산한다.

(2)
ř

ně1
1

n(logn)2
는

ş

dx
x(logx)2

= ´ 1
logx와비교할수있고, 따라서수렴한

다.

(3)
ř

ně1
1

n0.9(logn)100
은

ÿ

ně1

1

n0.95

n0.05

(logn)100

로 다시 쓸 수 있고, limxÑ8
x0.05

(logx)100
= limxÑ8

(
x0.0005

logx

)100
= 8 이

므로 발산한다.
3



4 1. 급수

(4)
ř

ně1
log logn

n(logn)1.1
는

ÿ

ně1

1

n(logn)1.05
log logn
(logn)0.05

으로 다시 쓸 수 있으므로 수렴한다.

예제 1.7.2. 다음 급수의 수렴성을 판별하여라 :
ÿ

ně1

1

n
´ sin n+ 1

n2 ´ 5n+ 4
.

풀이.
ÿ

ně1

1

n
´

n+ 1

n2 ´ 5n+ 4
=

ÿ

ně1

´6n+ 4

n(n2 ´ 5n+ 4)

는
ř 1

n2와 비교할 수 있으므로 수렴한다.

한편

lim
tÑ0

t ´ sin t

t3
= lim

tÑ0

1 ´ cos t
3t2

= lim
tÑ0

sin t

6t
=

1

6

이므로
ÿ

ně1

n+ 1

n2 ´ 5n+ 4
´ sin n+ 1

n2 ´ 5n+ 4

는
ř

ně1

(
n+1

n2´5n+4

)3
과 비교할 수 있는데 이는

ř 1
n3 과 비교할 수 있으므로

수렴한다. 따라서
ÿ

ně1

1

n
´sin n+ 1

n2 ´ 5n+ 4
=

ÿ

ně1

1

n
´

n+ 1

n2 ´ 5n+ 4
+

ÿ

ně1

n+ 1

n2 ´ 5n+ 4
´sin n+ 1

n2 ´ 5n+ 4

는 수렴한다.

예제 1.7.3. 다음 급수는 조건 수렴함을 보이시오.
ÿ

ně1

sinn

n

Proof. 먼저 b0 = 0, bn :=
řn

k=0 sin k로 두자. 이제 ei = cos 1 + i sin 1를

이용하면 등비급수 공식에서

bn = Im
[

n
ÿ

k=1

eik

]
= Im

[
ei ´ ei(n+1)

1 ´ ei

]
= Im

[
(ei ´ ei(n+1))(1 ´ cos 1 + i sin 1)

(1 ´ cos 1)2 + sin2 1

]

=
(1 ´ cos 1)(sin 1 ´ sin(n+ 1)) + sin 1(cos 1 ´ cos(n+ 1))

2 ´ 2 cos 1



8. 부록 : 실수이야기 5

를 구할 수 있다. 여기서 |bn| ď (2 ¨ 2 + 1 ¨ 2)/(2 ´ 2 cos 1) = 3/(1 ´ cos 1)를

얻는다. 한편
n

ÿ

k=1

sin k

k
=

n
ÿ

k=1

bk ´ bk´1

k
=

n´1
ÿ

k=1

bk
k(k + 1)

+
bn
n

을 얻고, n Ñ 8에 따라 우변의 각항을 1/n2과 비교하면,
ř

k bk/(k(k + 1))은

절대수렴하는 급수임을 알 수가 있다. 따라서 주어진 급수는 수렴한다.

한편

A = tt(2k +
1

2
)πu : k P Nu Ď N

로 두면 임의의 n P A에 대하여 (2k + 1
2)π ´ 1 ď n ď (2k + 1

2)π이므로

sinn ě sin(12π ´ 1) =: a ą 0이 성립한다. 따라서

8
ÿ

k=1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin k

k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
ÿ

nPA

| sinn|

n
ě

ÿ

nPA

a

n
=

8
ÿ

k=1

a

t(2k + 1/2)πu
ě

8
ÿ

k=1

a

8k
= 8.

따라서 주어진 급수는 절대수렴하지 않는다. □

8. 부록 : 실수이야기





CHAPTER 2

멱급수

1. 멱급수

2. 멱급수와 수렴반경

3. 지수함수와 멱급수

지수함수를 아래와 같이 정의하자.

ex =
ÿ

ně0

xn

n!
.

정의역은 실수집합 전체이다.

정리 2.3.1. 실수 a, b P R에대하여 ea+b = eaeb이성립한다.

보조정리 2.3.2. 만일
ř

ně0 an 와
ř

ně0 bn가절대수렴하는급수이고, 각각

의 n에 대하여 cn =
ř

0ďkďn akbn´k로 정의하면
ř

ně0 cn 은 절대수렴하고 그

수렴값은
ÿ

ně0

cn =
ÿ

ně0

an
ÿ

ně0

bn.

증명. 부분합의 차이를 다음처럼 계산해 볼 수 있다.
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2N
ÿ

n=0

cn ´

N
ÿ

n=0

an

N
ÿ

n=0

bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n=0

(
cn ´

n
ÿ

k=0

akbn´k

)ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

+

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n=0

(
n

ÿ

k=0

akbN+n+1´k

)ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

+

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n=0

(
n

ÿ

k=0

aN+n+1´kbk

)ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 0 +
2N
ÿ

n=0

|an|

2N
ÿ

n=N

|bn| +
2N
ÿ

n=0

|bn|

2N
ÿ

n=N

|an| Ñ 0

따라서,
ř2N

n=0 cn Ñ
ř8

0 an
ř8

0 bn이고,

|c2N+1| ď

2N+1
ÿ

n=0

|an|

2N+1
ÿ

n=N

|bn| +
2N+1
ÿ

n=0

|bn|

2N+1
ÿ

n=N

|an| Ñ 0.

7



8 2. 멱급수

따라서,
řN

n=0 cn Ñ
ř

an
ř

bn를 얻는다. 절대수렴성을 보기 위해서는 위의

계산에서 an, bn ě 0 경우를 생각하면 된다. □

정리 2.3.1의 증명.

eaeb =
ÿ

ně0

an

n!

ÿ

ně0

bn

n!
=

8
ÿ

n=0

n
ÿ

k=0

akbn´k

k!(n ´ k)!
(by Lemma 2.3.2)

=
8
ÿ

n=0

1

n!

n
ÿ

k=0

(
n

k

)
akbn´k =

8
ÿ

n=0

(a+ b)n

n!
= ea+b

□

이제 복수소 z P C의 경우, 아래와 같이 정의하자.
ÿ

ně0

anz
n =

ÿ

ně0

Re [anzn] + i
ÿ

ně0

Im [anz
n] .

그러면

ea+ib =
8
ÿ

n=0

Re
[
(a+ ib)n

n!

]
+ i

8
ÿ

n=0

Im
[
(a+ ib)n

n!

]

=
8
ÿ

n=0

n
ÿ

2|k,k=0

(´1)
k
2 an´kbk

k!(n ´ k)!
+ i

8
ÿ

n=0

n
ÿ

2­|k,k=0

(´1)
k´1
2 an´kbk

k!(n ´ k)!

= ea(cos b+ i sin b).

4. 삼각함수와 멱급수

5. 쌍곡함수

6. 역삼각함수와 멱급수, 그리고 역함수 정리

7. 부록 : 미분방정식, 멱급수 기본정리의 증명



CHAPTER 3

테일러 전개

1. 코시의 평균값 정리

정리 3.1.1. 함수 f가 구간 (a, b)에서 미분가능하고 [a, b]에서 연속이면

다음을만족하는 c P (a, b)가존재한다 :

f 1(c) =
f(b) ´ f(a)

b ´ a
.

2. 로피탈의 정리

예제 3.2.1. 다음 급수의 수렴성을 판별하여라.

(1)
ř

ně1 arctan n+2
n2+2n+4

.

(2)
ř

ně1

b

tan 1
n ´ arctan 1

n .

풀이. (1) 극한비교판정법을 이용하면

lim
tÑ0

arctan t

t
= lim

tÑ0

1

1 + t2
= 1.

에서
ř n+2

n2+2n+4
과 비교할 수 있고, 이는

ř 1
n과 다시 비교할 수 있으므로 발산

한다.

(2) 극한비교판정법을 이용하면

lim
tÑ0

tan t ´ arctan t

t3
= lim

tÑ0

sec2 t ´ 1/(1 + t2)

3t2
= lim

tÑ0

(1 + t2) sec2 t ´ 1

3t2

= lim
tÑ0

2t sec2 t+ 2(1 + t2) sec2 t tan t

6t
= lim

tÑ0

2t+ 2(1 + t2) tan t

6t

= lim
tÑ0

2 + 4t tan t+ 2(1 + t2) sec2 t
6

=
2

3
.

에서
ř 1

n3/2과 비교할 수 있고, 따라서 수렴한다.

3. 무한소와 근사다항식

목표. n차근사다항식

3.1. 근사다항식.
9



10 3. 테일러 전개

정의 3.3.1. 원점 근방에서 정의된 함수 f(x)의 (x = 0에서의) n차근사다

항식은 f(x)´ p(x) = o(xn)와 deg p ď n을만족하는다항식 p(x)를일컫는다.

보조정리 3.3.2. 만일 다항식 p가 p = o(xn)과 deg p ď n을 만족한다면

p = 0이다.

증명. p(x) = a0 + a1x+ ¨ ¨ ¨ anx
n 로 두면 p = o(xn)에서

a0 = p(0) = 0, a1 = p1(0) = 0, . . . , an = p(n)(0)/n! = 0. □

정리 3.3.3 (근사다항식의 유일성). f(x)의 n차근사다항식은만일존재한

다면유일하다.

증명. 만일 p와 q가 f의 n차 근사다항식이라면

lim
xÑ0

p(x) ´ q(x)

xn
= lim

xÑ0

p(x) ´ f(x) + f(x) ´ q(x)

xn
= 0

이고따라서 p´ q = o(xn)이다. 한편 p´ q는 n차이하의다항식이므로 p = q

이다. □

예제 3.3.4. (1) f(x) = 1+2x+3x2. f의 1차근사다항식은 p = 1+2x

이다. 왜냐하면, p는 1차다항식이고 f ´ p = 3x2 = o(x)이기 때문이

다.

(2) n차 다항식의 n차 근사다항식은 자기자신이다.

(3) sinx의 2차 근사다항식은 p = x이다. 왜냐하면, p는 2차 이하이고

lim(sinx ´ x)/x2 = lim(cosx ´ 1)/(2x) = lim ´ sinx/2 = 0이기

때문이다.

3.2. 테일러다항식. 이제 f가원점근방에서 n번미분가능하다가정하자.

정의 3.3.5. 원점 근방에서 n번 미분가능한 함수 f(x)의 (x = 0에서의) n

차테일러다항식은 다음과 같이 정의된다 :

Tnf(x) = f(0) +
f 1(0)

1!
x+

f2(0)

2!
x2 + ¨ ¨ ¨ +

f(n)(0)

n!
xn.

예제 3.3.6. f(x)가멱급수 f(x) = a0+a1x+ ¨ ¨ ¨ anx
n+ ¨ ¨ ¨라면 f (i)(0) =

i!ai이며, 따라서 Tnf(x) = a0 + a1x+ ¨ ¨ ¨ anx
n이다.

정리 3.3.7. 원점 근방에서 n번 미분가능한 함수 f의 n차 근사다항식은

존재하며, f의 n차테일러다항식과일치한다.
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증명. p = Tnf로 두자. 각 i = 0, 1, 2, . . . , n에 대해 f (i)(0) ´ p(i)(0) =

f (i)(0) ´ f (i)(0) = 0이다. 따라서 f ´ p = o(xn)를 얻고, 근사다항식의 유일

성에 의해 p는 f의 유일한 n차 근사다항식이다. □

예제 3.3.8. sinx = x ´ x3/3! + ¨ ¨ ¨ 이므로 sinx의 2차 근사다항식은 x

이며, 3차 근사다항식은 x ´ x3/3!이다.

참고. (1) 요약하자면, n 차 근사다항식과 n 차 테일러 다항식은 n 번

미분가능한 함수에 있어서는 같다. 또한, 멱급수 함수의 경우에는 n

차 테일러다항식이 멱급수 전개의 n 차까지만 자른 부분합과 같다.

(2) 그렇다면 왜 근사다항식과 테일러 다항식을 따로 정의하였는가? 이

론상, 근사다항식은미분가능하지않은함수에도적용할수있는개념

이다. 예를 들어

f(x) =

$

’

&

’

%

sinx x ‰ 0

1 x = 0

로 정의한다면 f는 x = 0에서 연속이지조차 않지만, p(x) = x를 1차

근사다항식으로 가진다.

4. 테일러정리

우리는 n 번 미분가능한 함수 f(x)의 n 차 근사다항식은 바로 n 차 테일러

다항식임을 증명하였다. 그 오차 Rnf(x) = f(x) ´ Tnf(x)는 f의 n차테일러

나머지항 (잉여항)이라 불리는데, 그 나머지항을 근사적으로 계산해보자.

보조정리 3.4.1. (1) n 번미분가능한함수 f(x)의 n차테일러나머지

항은 Rnf(x) = o(xn)을만족한다.

(2)
şx
0 f(t) =

şx
0 Tnf(x) + o(xn+1)이성립한다.

증명. 앞부분은 Tnf(x)가 f의 n 차 근사다항식임에서 자명. 뒷부분은

lim
xÑ0

(
ż x

0
f(t) ´ Tnf(x)

)/
xn+1 = lim

xÑ0

Rnf(x)

(n+ 1)xn
= 0

□
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예제 3.4.2. (1) ln(1 + x)에 위의 보조정리를 적용하면,

ln(1 + x) =

ż x

0

dt

1 + t
=

ż x

0
(1 ´ t+ t2 ´ t3 + ¨ ¨ ¨ + (´t)n + o(tn))dt

= x ´
x2

2
+

x3

3
´ ¨ ¨ ¨ + (´1)n

xn+1

n+ 1
+ o(xn+1).

(2) f(x) =
?
1 + x인 경우,

f 1 =
1

2
(1 + x)´1/2, f2 =

(
1

2

)(
´1

2

)
(1 + x)´3/2,

f3 =

(
1

2

)(
´1

2

)(
´3

2

)
(1 + x)´5/2,

f(x) = 1 +
1

2
x ´

1

8
x2 +

1

16
x3 + o(x3).

4.1. 나머지항의 계산. 이제 Rnf(x)를 보다 정확하게 계산해 보자. n+ 1

번 미분가능한 함수 f의 n차 근사 다항식 Tnf이 가지는 오차 Rnf(x) =

f(x) ´ Tnf(x)를 계산해 보자.

f(x) ´ f(0) =

ż x

0
f 1(t)dt

f(x) ´ f(0) ´ f 1(0)x =

ż x

0
f 1(t)dt ´ f 1(0)x

=
[
(t ´ x)f 1(t)

]x
0

´

ż x

0
(t ´ x)f2(t)dt ´ f 1(0)x

= ´

ż x

0
(t ´ x)f2(t)dt

f(x) ´ f(0) ´ f 1(0)x ´
f2(0)

2
x2 =

[
´
(t ´ x)2

2
f2(t)

]x
0

+

ż x

0

(t ´ x)2

2
f3(t)dt

´
f2(0)

2
x2

=

ż x

0

(t ´ x)2

2
f3(t)dt

이제 귀납적으로

f(x) ´ Tn´1f(x) =

ż x

0
(´1)n´1 (t ´ x)n´1

(n ´ 1)!
f (n)(t)dt
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를 가정하면 부분적분을 이용하여

f(x) ´ Tnf(x) =

ż x

0
(´1)n´1 (t ´ x)n´1

(n ´ 1)!
f (n)(t)dt ´

f (n)(0)

n!
xn

=

[
(´1)n´1 (t ´ x)n

n!
f (n)(t)dt

]x
0

´

ż x

0
(´1)n´1 (t ´ x)n

n!
f (n+1)(t)dt ´

f (n)(0)

n!
xn

=

ż x

0
(´1)n

(t ´ x)n

n!
f (n+1)(t)dt

을 얻는다.

정리 4.3 테일러 정리, 4.0.4

I는 0 을 포함하는 열린 구간이고 f : I Ñ R은 n + 1번 미분 가능한

함수라 가정하자.

(1) 임의의 x P I에 대하여 f의 n차 테일러 나머지항은 다음을

만족한다 :

Rnf(x) = f(x) ´ Tnf(x) =

ż x

0

(x ´ t)n

n!
f (n+1)(t)dt.

(2) 임의의 x P I에대하여어떤 x˚가 0과 x사이에존재하여다음

을 만족한다 :

f(x) = f(0) + f 1(0)x+
f2(0)

2
x2 + ¨ ¨ ¨ +

f (n)(x)

n!
xn +

f (n+1)(x˚)

(n+ 1)!
xn+1.

(3) Mn+1(x)을 다음과 같이 정의하자.

Mn+1(x) = max
!ˇ

ˇ

ˇ
f (n+1)(t)

ˇ

ˇ

ˇ
: t P [0, x]

)

.

그러면 다음이 성립한다.

|Rnf(x)| ď
xn+1

(n+ 1)!
Mn+1(x).

참고. (1) f의 x = 0에서 테일러전개란 다음 표현을 의미한다 :

f(x) = f(0) + f 1(0)x+
f2(0)

2
x2 + ¨ ¨ ¨ +

f (n)(x)

n!
xn +Rnf(x).
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(2) 만일 x = 0근방에서 |f (n+1)(t)| ď M 을만족하는상수M이있으면,

Rnf(x) = o(xn)이 되어 아래와 같이 쓸 수 있다.

f(x) = f(0) + f 1(0)x+
f2(0)

2
x2 + ¨ ¨ ¨ +

f (n)(x)

n!
xn + o(xn).

증명. (1)은 위에서 증명하였다. 이제 아래 나오는 적분의 가중평균값

정리에 의해 어떤 x˚가 0과 x 사이에 존재하여

Rnf(x) =

ż x

0

(x ´ t)n

n!
f (n+1)(t)dt = f (n+1)(x˚)

ż x

0

(x ´ t)n

n!
dt

가 성립하여 (2)가 증명된다. (3)은 (2)에서 자명하다. □

보조정리 3.4.4 (적분의 가중평균값 정리). 닫힌 구간 [a, b]에 정의된 연속

함수 f, g에대해만일항상 g ě 0이고
şb
a g ą 0이라가정하면

ż b

a
fg = f(c)

ż b

a
g

를만족하는 c가 [a, b]에존재한다.

증명. 최대최소정리에의해 f는최대값M과최소값 m을얻는다. 그러면

m =

şb
amg
şb
a g

ď

şb
a fg
şb
a g

ď

şb
aMg
şb
a g

= M.

이고 중간값정리에 의해 f(c) =
şb
a fg
şb
a g
인 c가 존재한다. □

참고. 적분의 가중평균값 정리를 항등함수 g = 1에 적용하면, 우리가 잘

알고 있는 적분의 평균값 정리
ż b

a
f = f(c)(b ´ a)

가 도출된다.

예제 3.4.5. f(x) = cosx이면 T2nf(x) = T2n+1f(x)이므로 R2nf(x) =

R2n+1f(x)이다. 또한, 임의의 i에 대하여 |f (i)(t)| ď 1이므로,

|R2nf(x)| = |R2n+1f(x)| ď
|x|2n+2

(2n+ 2)!
.

예제 3.4.6. f(x) = coshx이면 T2nf(x) = T2n+1f(x)이므로 R2nf(x) =

R2n+1f(x)이다. 또한,임의의 t P [0, x]에대하여 |f (2i+2)(t)| = cosh t ď coshx
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이므로,

|R2nf(x)| = |R2n+1f(x)| ď coshx
|x|2n+2

(2n+ 2)!
.

5. 테일러 급수

원점 근방에서 무한번 미분가능한 함수 f의 테일러급수는 :

Tf(x) =
ÿ

iě0

f (i)(0)

i!
xi = lim

nÑ8
Tnf(x)

으로 정의된다.

예제 3.5.1. (1) f(x) = ex 이면

Tf(x) =
ÿ

iě0

1

i!
xi

이고 이 수렴반경은 8이므로 임의의 x에 대하여 Tf(x) = f(x)가

성립한다.

(2) f(x) = ln(1 + x) 이면

Tf(x) =
8
ÿ

i=1

(´1)i+1x
i

i

이고 x P (´1, 1]에서 Tf(x) = f(x)가 성립한다. x ď ´1이나 x ą 1

이면 Tf(x)는 수렴하지 않는다.

5.1. 비해석함수.

f(x) =

$

’

&

’

%

e´1/x x ą 0

0 x ď 0

로 정의하자.

명제 3.5.2. f는무한급함수이고, Tf(x) = 0이다.

원점근방에서 멱급수함수는 해석함수라고 불리기도 한다. 한편, 만일 f가

해석함수라면멱급수표현의유일성에의해 f(x) = Tf(x)여야만한다. 하지만

f ‰ 0이므로 f는 비해석함수이다.

증명. 먼저 x ‰ 0일 때 무한급함수임은 자명하다. 이제 x ą 0일 때

f 1(0) = lim
xÑ0+

e´1/x

x
= lim

tÑ8
te´t = 0
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이고 f 1(x) = e´1/x/x2이다. 귀납적으로, 만일 f (i)(0) = 0이고 f (i)(x) =

pi(x)e
´1/x을 만족하는 유리함수 pi가 있었다면

f (i+1)(0) = lim
xÑ0+

pi(x)e
´1/x

x
= lim

tÑ8
tqi(t)e

´t = 0

이고 f (i+1)(x) = p1
ie

´1/x+pie
´1/x/x2 = pi+1(x)e

´1/x꼴로쓸수있다. 따라서

f는 무한급이고 Tf = 0이다. □

요약하면

(1) f가 n 번 미분가능하면 Tfn과 n 차 근사다항식은 같다.

(2) f가 멱급수함수
ř

n anx
n이면 Tfn과 f의 멱급수 전개의 n항까지의

부분합은 같다.

(3) f가 멱급수함수
ř

n anx
n이면 무한급함수이고 수렴반경 안에서는

f(x) = Tf(x) =
ř

n anx
n이다.

숙제. p.136, 1(3), 4, 5

5.2. ln(1 + x)의 나머지항.

목표. f(x) = ln(1 + x)의 테일러급수 Tf(x)를 구하고 Tf(1) = f(1)을

증명한다.

|t| ă 1 일 때 멱급수 전개

1

1 + t
= 1 ´ t+ t2 ´ t3 + ¨ ¨ ¨

를 생각하자. 멱급수의 기본정리에 의해 |x| ă 1 일 때

ln(1 + x) =

ż x

0

dt

1 + t
= x ´

x2

2
+

x3

3
´ ¨ ¨ ¨

를 얻는다. 따라서 f(x) = ln(1 + x)라 하면 x = 0 근방에서 f의 테일러

다항식은 (멱급수의 부분합과 일치하므로):

Tnf(x) =
n

ÿ

i=1

(´1)i+1x
i

i
.

우리는 Rnf(x) = f(x) ´ Tnf(x) = o(xn)임을 안다. 보다 구체적으로 아래의

부등식이 성립한다.
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명제 3.5.3. 임의의 x ě 0에대하여,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ln(1 + x) ´

n
ÿ

i=1

(´1)i+1x
i

i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
xn+1

n+ 1
.

x P [0, 1)일 때는 교대급수 정리에 의해 성립한다. 하지만 우리는 x ě 1

일 때도 성립함을 증명하여야 한다. 임의의 t ‰ ´1에 대하여 다음 등식이

성립한다.

1 ´ (´t)n

1 ´ (´t)
= 1 ´ t+ t2 ´ t3 + ¨ ¨ ¨ + (´t)n´1

따라서 임의의 x ą ´1에 대해

ln(1 + x) ´

ż x

0

(´t)ndt

1 + t
=

n
ÿ

i=1

(´1)i+1x
i

i
= Tnf(x)

f(x) ´ Tnf(x) = Rnf(x)

=

ż x

0

(´1)ntndt

1 + t
.

이제 x ą 0이라면,

|Rnf(x)| ď

ż x

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

tndt

1 + t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|x|n+1

n+ 1

가 되어 증명이 끝난다.

한편, 이제 x = 1을 대입하는 것이 허용되어서
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ln 2 ´

n
ÿ

i=1

(´1)i+1 1

i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

n+ 1

을 얻는다. 예를 들어, ln 2 ´ (1 ´ 1/2 + 1/3 ´ ¨ ¨ ¨ + 1/9)은 1/10보다 작거나

같다. 또한 n Ñ 8에 대하여

ln 2 = 1 ´
1

2
+

1

3
´ ¨ ¨ ¨

를 얻는다. x ą 1 일 때는 Tnf(x)가 수렴하지 않는다.

5.3. arctanx의 나머지항.

목표. f(x) = arctanx의 테일러급수 Tf(x)를 구하고 Tf(1) = f(1)을

증명한다.
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log(1 + x)의 나머지항에 대한 근사와 매우 비슷하게 arctanx를 공부할 수

있다. |t| ă 1 일 때 멱급수 전개

1

1 + t2
= 1 ´ t2 + t4 ´ t6 + ¨ ¨ ¨

를 생각하자. 멱급수의 기본정리에 의해 |x| ă 1 일 때

arctanx =

ż x

0

dt

1 + t2
= x ´

x3

3
+

x5

5
´ ¨ ¨ ¨

를얻는다. 따라서 f(x) = arctanx라하면 x = 0근방에서 f의테일러다항식

은 다음과 같다 :

T2n+1f(x) = T2n+2f(x) =
n

ÿ

i=0

(´1)i
x2i+1

2i+ 1
.

이제 f의 테일러 나머지항의 상한을 계산해 보자. 다시 처음부터, 임의의 t에

대하여 다음 등식이 성립한다.

1 ´ (´t2)n+1

1 ´ (´t2)
= 1 ´ t2 + t4 ´ t6 + ¨ ¨ ¨ + (´t2)n

arctanx ´

ż x

0

(´t2)n+1dt

1 + t2
=

n
ÿ

i=0

(´1)ix2i+1

2i+ 1
= T2n+1f(x)

f(x) ´ T2n+1f(x) = R2n+1f(x) = R2n+2f(x) =

=

ż x

0

(´1)n+1t2n+2dt

1 + t2

|R2n+1f(x)| = |R2n+2f(x)| ď

ż x

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t2n+2dt

1 + t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|x|2n+3

2n+ 3

따라서 임의의 x에 대하여 다음 부등식을 얻는다 :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

arctanx ´

n
ÿ

i=0

(´1)i
x2i+1

2i+ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|x|2n+3

2n+ 3
.

특히 이제 x = 1을 대입하는 것이 허용되어서
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π

4
´

n
ÿ

i=0

(´1)i
1

2i+ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2n+ 3
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을 얻는다. 예를 들어, π/4 ´ (1 ´ 1/3)은 1/5 = .2보다 작거나 같다. 또한

n Ñ 8에 대하여
π

4
= 1 ´

1

3
+

1

5
´ ¨ ¨ ¨

를 얻는다.

[Mathematica(R)]

M = 100;

pi1[k_] := 4 Sum[(-1)^n/(2 n + 1), {n, 0, k}] // N;

lodd = Table[pi1[k], {k, 0, M, 2}];

leven = Table[pi1[k], {k, 1, M, 2}];

ListPlot[{lodd, leven}, PlotLegends -> {"Odd", "Even"}]

��������

0 10 20 30 40 50

3.05

3.10

3.15

3.20

3.25

Odd

Even

Figure 1. π
4 = 1 ´ 1

3 + 1
5 ´ ¨ ¨ ¨

5.4. 이항정리.

목표. f(x) = 3
?
1 + x의 테일러급수 Tf(x)를 구하고 Tf(1) = f(1)을

증명한다.

간단히,

f 1(x) =
1

3
(1 + x)1/3´1, f 1(x) =

(
1

3

)(
1

3
´ 1

)
(1 + x)1/3´2,

f3(x) =

(
1

3

)(
1

3
´ 1

)(
1

3
´ 2

)
(1 + x)1/3´3, . . .

에서

f 1(0) =
1

3
, f2(0) =

(
1

3

)(
1

3
´ 1

)
, f3(0) =

(
1

3

)(
1

3
´ 1

)(
1

3
´ 2

)
, . . .

f (i)(0) =

(
1

3

)(
1

3
´ 1

)
¨ ¨ ¨

(
1

3
´ i+ 1

)
.
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임의의 실수 α에 대하여 이항계수를 다음과 같이 정의하면(
α

i

)
=

α(α ´ 1) ¨ ¨ ¨ (α ´ i+ 1)

i!
.

Tnf(x) =
n

ÿ

i=0

(
1/3

i

)
xi, T f(x) =

8
ÿ

i=0

(
1/3

i

)
xi

이제

lim
iÑ8

(
1/3

i

)
/

(
1/3

i+ 1

)
= lim

iÑ8

i+ 1

1/3 ´ i
= ´1

이므로 극한비율판정법에 의해 수렴반경은 1이 된다. t ą 0에 대하여
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f (n+1)(t)

(n+ 1)!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(
1
3

) (
1
3 ´ 1

) (
1
3 ´ 2

)
¨ ¨ ¨
(
1
3 ´ n

)
(n+ 1)n(n ´ 1) ¨ ¨ ¨ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|1 + t|1/3´n´1

=
1

3(n+ 1)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(
n ´ 1

3

) (
n ´ 1 ´ 1

3

) (
n ´ 2 ´ 1

3

)
¨ ¨ ¨
(
1 ´ 1

3

)
n(n ´ 1) ¨ ¨ ¨ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

(1 + t)n+2/3

ď
1

3(n+ 1)

이제 x ą 0이면

|f(x) ´ Tnf(x)| = |Rnf(x)| =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f (n+1)(x˚)

(n+ 1)!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xn+1 ď
xn+1

3(n+ 1)

를 얻는다. 따라서 임의의 0 ď x ď 1에 대하여 limnÑ8 Rnf(x) = 0이므로

f(x) = Tf(x)를 얻는다. 특히 x = 1을 대입하면 Tf(1) = f(1)을 얻는다.

정리 3.5.4. 임의의실수 α에대하여 (1 + x)α의테일러급수(이항급수)는

Tf(x) =
8
ÿ

i=0

(
α

i

)
xi

가된다. 이항급수의수렴반경은 1이다.

위의 정리에서 α가 자연수이면 잘 알려진 이항전개가 된다. 한편

lim
iÑ8

(
α

i

)
/

(
α

i+ 1

)
= lim

iÑ8

i+ 1

α ´ i
= ´1

이므로 극한비율판정법에 의해 이항급수의 수렴반경은 1임을 알 수 있다.

정리 3.5.5. |x| ă 1이면 (1 + x)α와그테일러급수는일치한다. 즉,

(1 + x)α =
8
ÿ

i=0

(
α

i

)
xi.
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이정리는뉴튼이처음주장하였고 (1676), 오일러가불완전한증명을하였

으면 (1774), 가우스가 완전히 증명하였다 (1812).

Proof. f(x) =
ř8

i=0

(
α
i

)
xi로 두자. f(x)이 |x| ă 1에서 절대수렴함은

이미 확인하였다. 이제 |x| ă 1에서

(1 + x)f 1(x) =
8
ÿ

i=1

i

(
α

i

)
xi´1 +

8
ÿ

i=1

i

(
α

i

)
xi

=
8
ÿ

i=0

(
(i+ 1)

(
α

i+ 1

)
+ i

(
α

i

))
xi

=
8
ÿ

i=0

α(α ´ 1) ¨ ¨ ¨ (α ´ i+ 1)((α ´ i) + i)

i!
xi

=
8
ÿ

i=0

α
α ¨ ¨ ¨ (α ´ i+ 1)

i!
xi = αf(x)

(
(1 + x)´αf(x)

)1
= ´α(1 + x)´α´1f(x) + (1 + x)´αf 1(x)

= (1 + x)´α´1(´αf + (1 + x)f 1) = 0

이고 (1 + 0)´αf(0) = 1이므로 f(x) = (1 + x)α를 얻는다. □

5.5. 참고 : 아벨 정리. 사실 앞서 얘기한 Tf(1) = f(1)인 예들은 다음

정리의 특수한 경우이다 :

정리 3.5.6 (아벨의 정리). 수렴반경이 R인멱급수함수

f(x) =
ÿ

ně0

anx
n

에대하여만일
ř

ně0 anR
n이수렴하면

lim
xÑR´

f(x) =
ÿ

ně0

anR
n

이다.

아벨 정리의 증명은 해석개론 과정 중에 배우게 된다. (참고. 본 수업의

중간/기말고사에서 아벨의 정리를 증명없이 사용하면 감점된다.)
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이론물리학에서는다음의 “등식”이실험적으로관찰되기도한다 (캐시미어

효과):

1 ´ 2 + 3 ´ 4 + ¨ ¨ ¨ =
1

4
(1) {euler1}

1 + 2 + 3 + 4 + ¨ ¨ ¨ = ´
1

12
(2) {euler2}

물론우리는일반적인수렴의정의로는위의두급수가발산함을알고있다. 하

지만해석적연장 (analytic continuation)이라는복소해석학의도구를사용하면

저 두 “등식”의 의미를 엄밀하게 정의하고 증명할 수 있다. 보다 자세하게는,

먼저 ζ0 : (1,8) Ñ R을

ζ0(s) =
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ ¨ ¨ ¨

로 정의하자. 복소해석학을 이용하면 위의 ζ0는 리만 제타함수라 불리는 해

석함수 ζ : C Ñ C로 유일하게 확장할 수 있고 등식 (2)은 이제 수학적으로

엄밀하게, ζ(´1) = ´1/12임을 말하는 것이다.

여기서는 이러한 도구 없이, 아벨정리에 근거하여 오일러가 등식 (1,2)를

어떻게 도출하였는지 알아보자.

먼저 |x| ă 1에 대하여

´1 + x ´ x2 + x3 ´ x4 + ¨ ¨ ¨ = ´
1

1 + x

1 ´ 2x+ 3x2 ´ 4x3 + ¨ ¨ ¨ =
1

(1 + x)2
.

오일러는, 아벨 정리에 의해 마지막 식에서 limxÑ1´를 취할 수 있다고

생각했고 따라서 (1)을 다음처럼 유도하였다 :

1 ´ 2 + 3 ´ 4 + ¨ ¨ ¨ =
1

(1 + 1)2
=

1

4
.

이제 s = 1 + 2 + 3 + 4 + ¨ ¨ ¨ 로 두면

´3s = s´4s = (1+2+3+4+¨ ¨ ¨ )´2(2+4+6+ ¨ ¨ ¨ ) = 1´2+3´4+¨ ¨ ¨ =
1

4

s = 1 + 2 + 3 + 4 + ¨ ¨ ¨ = ´
1

12
.

따라서 우리는 다음을 예측해 볼 수 있다.
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정리 5.7

ζ(´1) = ´
1

12

물론위의논의를수학적으로엄밀하게만들기위해서는해석적확장에대한

지식이 필요하다. 현재 이 책의 수준에서는 1 ´ 2 + 3 ´ ¨ ¨ ¨ 나 1 + 2 + 3 + ¨ ¨ ¨

이 발산함을 다시한번 강조하고자 한다.

문제 5.1. 다음을 (엄밀하지 않게) 계산하여보라 :

ζ(´3) = 13 + 23 + 33 + 43 + ¨ ¨ ¨

리만 제타함수의 계산은 퀀텀장 이론 (캐시미어 효과) 외에도 열역학 (슈

테판-볼츠만 법칙), 통계물리 (보스-아인슈타인 응축), 양자역학 (스핀 파동),

초끈이론 등에 핵심적으로 사용된다.

5.6. 적분의 근사.

예제 3.5.8 (2013년도 1학기 미적분학 및 연습 1 중간고사). 정적분
ş0.1
0 arctan t dt 의 값을 오차가 10´7 이내가 되도록 구하시오.

풀이. |x| ă 1에 대하여

arctanx =

ż x

0

dt

1 + t2
=

ż x

0

ÿ

ně0

(´t2)n dt =
ÿ

ně0

(´1)n
x2n+1

2n+ 1
.

또한 0 ď x ă 1에 대하여 이는 교대급수이고 각 항의 절대값이 단조감소하며

0으로 수렴하므로

IM (x) =

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
arctan t ´

M´1
ÿ

n=0

(´1)n
t2n+1

2n+ 1
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż x

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

arctan t ´

M´1
ÿ

n=0

(´1)n
t2n+1

2n+ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt

ď

ż x

0

t2M+1dt

2M + 1
=

x2M+2

(2M + 1)(2M + 2)
.

따라서 I2(0.1) ď (0.1)6/(30) ă 10´7이고 원하는 근사값은

ż 0.1

0
arctan t dt «

ż 0.1

0

1
ÿ

n=0

(´1)n
t2n+1

2n+ 1
dt =

(0.1)2

2
´

(0.1)4

12
.
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참고.
ż 0.1

0
arctan t dt « 0.0049917,

ż 0.1

0

1
ÿ

n=0

(´1)n
t2n+1

2n+ 1
dt « 0.00499167.

6. 임의의 점을 기준으로 한 테일러 전개

정의 3.6.1. x = a 근방에서 정의된 함수 f(x)의 (x = a에서의) n차 근사

다항식은 f(x) ´ p(x) = o((x ´ a)n)와 deg p ď n을 만족하는 다항식 p(x)를

일컫는다.

f(x) ´ p(x) = o((x ´ a)n)는

lim
xÑa

f(x) ´ p(x)

(x ´ a)n
= 0

의 의미한다.

이제 주어진 함수 f(x)를 x = a에서 근사하는 방법을 생각해보자. g(x) =

f(x+ a)로 두면

Tng(x) =
n

ÿ

i=0

g(i)(0)

i!
xi =

n
ÿ

i=0

f (i)(a)

i!
xi

이제 T a
nf(x) = Tng(x ´ a)로 치환하면

T a
nf(x) =

n
ÿ

i=0

f (i)(a)

i!
(x ´ a)i

이고

Rng(x ´ a) = g(x ´ a) ´ Tng(x ´ a) = o((x ´ a)n)

에서

Ra
nf(x) := Rng(x ´ a) = f(x) ´ T a

nf(x) = o((x ´ a)n).

따라서 T a
nf는 f의 근사다항식이다. 한편 g가 n + 1 번 미분가능하면 테일러

정리에서

Rng(x) =
g(n+1)(c)

(n+ 1)!
xn+1

을 만족하는 c가 a와 x 사이에 존재한다.

정리 3.6.2 (정리 6.0.1). 구간 I에서 정의된 n 번 미분가능한 함수 f에

대하여

(1) 구간의점 x = a에서 f의 n차근사다항식은 T a
nf(x)이다.
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(2) 만일 f가 n+ 1번미분가능하면

Ra
nf(x) =

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x ´ a)n+1

을만족하는 c이 a와 x사이에존재한다.

예제 3.6.3. (1) f(x) = ex 의 x = 1에서의 근사다항식은 f (i)(1) = e

이므로 T 1
3 f(x) = e + e(x ´ 1) + e(x ´ 1)2/2 + e(x ´ 1)3/6이고

f(x) = e+ e(x ´ 1) + e(x ´ 1)2/2 + e(x ´ 1)3/6 + o((x ´ 1)3)이다.

(2) f(x) = x2의 x = 1에서의근사다항식은 f(1) = 1, f 1(1) = 2, f2(1) =

2이므로 T 1
1 f(x) = 1 + 2(x ´ 1)이고 T 1

2 f(x) = 1 + 2(x ´ 1) + 2(x ´

1)2/2 = x2 = f이다.

보조정리 3.6.4. f가 n차이하의다항식이면임의의 a P R에대하여 f = T a
nf

이다.

증명. f = T a
nf =

řn
i=0 ai(x ´ a)i 꼴로 쓰자. i = 0, 1, 2, . . . , n에 대하여

f (i)(a) ´ (T a
nf)

(i)(a) = 0이다. 이는 a0 = a1 = ¨ ¨ ¨ = an = 0를 의미한다. □

정의 3.6.5. x = a에서 무한번 미분가능한 함수 f의 테일러급수는 다음과

같이 정의된다 :

T af(x) =
ÿ

ně0

f (n)(a)

n!
xn.

예제 3.6.6. f(x) = 1/x에 대하여 f1 = 1, f 11 = ´1, f21 = 2, f31 =

´6, . . . , f (i)(1) = (´1)ii!이다. 따라서 T 1f(x) =
ř

iě0(´1)i(x ´ 1)i이다. 이

급수는 |x ´ 1| ă 1일 때만 수렴한다.

예제 3.6.7 (2014년도 1학기 미적분학 및 연습 1 중간고사). 함수 f(x) =

ex + e2x의 역함수 g(x)가 x ą 0에서 정의됨을 증명하고 T 2
2 g(x)를 구하시오.

풀이. y = f(x) = ex + e2x로 두면 y1 = ex + 2e2x ą 0이어서 f는 강증가

함수이고,그치역은 (0,8)이다. 따라서 x ą 0에서 g(x) = f´1(x)가정의된다.

이제 y = g(x)로 두면 x = f(y) = (ey + 1
2)

2 ´ 1
4 이고 따라서 ey =

´1
2 +

b

x+ 1
4이므로

y = g(x) = log
(

´
1

2
+

c

x+
1

4

)
, g(2) = 0.
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또한 x = f(y)에서 1 = f 1(y)y1 = f 1(y)g1(x)이고, 따라서

g1(x) =
1

f 1(y)
=

1

ey + 2e2y
=

1

x+ e2g(x)
, g2(x) = ´

1 + 2g1(x)eg(x)

(x+ e2g(x))2
.

따라서 g1(2) = 1
3 , g2(2) = ´

5/3
32

= ´5/27이어서

T 2
2 g(x) = g(2) + g1(2)(x ´ 2) +

g2(2)

2
(x ´ 2)2 =

1

3
(x ´ 2) ´

5

54
(x ´ 2)2.

숙제. p.141, 4.

7. 부록 : 로피탈 정리의 증명

풀이 : 탐구문제 중에서

문제 7.1 (p.144, 3). 다음 급수가 수렴하기 위한 x의 범위를 구하시오.
8
ÿ

k=1

sin kx

k
.

힌트. 이는 예제 1.7.3와 매우 유사하다. 먼저 b0 = 0, bn :=
řn

k=0 sin kx로

두자. 이제 eix = cosx+ i sinx를 이용하면 등비급수 공식에서

bn = Im[
n

ÿ

k=1

eikx] =
(1 ´ cosx)(sinx ´ sin(n+ 1)x) + sinx(cosx ´ cos(n+ 1)x)

2 ´ 2 cosx

를 구할 수 있다. 여기서 |bn| ď 3/(1 ´ cosx)를 얻는다. 한편

n
ÿ

k=1

sin kx

k
=

n
ÿ

k=1

bk ´ bk´1

k
=

n´1
ÿ

k=1

bk
k(k + 1)

+
bn
n

을 얻고, n Ñ 8에 따라 우변은 x ‰ 0일 때 절대수렴하는 급수임을 알 수가

있다. x = 0일 때 주어진 급수의 수렴은 자명하므로, 따라서 주어진 급수는

임의의 x에 대하여 수렴한다.

문제 7.2. 열린 실수 구간에 정의된 삼급 가역함수 f 의 슈발츠 미분

(Schwarzian derivative) S(f) 는

S(f) =
f3

f2
´

3

2

(
f2

f 1

)2

으로 정의된다. 다음을 증명하여라 :

S(g)(a) = 6 lim
xÑa

(
g1(x)g1(a)

(g(x) ´ g(a))2
´

1

(x ´ a)2

)
.
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참고. 후에 편미분을 정의하고 나면 이변수 함수

F (x, y) = log
(
g(x) ´ g(y)

x ´ y

)
를 이용하여 문제 7.2는

S(g)(y) = 6
B2

ByBx
F (x, y)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x=y

처럼 다시 쓸 수 있게 된다.

문제 7.3. 다음을 증명하여라.

(1) S(f ˝ g) = (S(f) ˝ g) ¨ (g1)2 + S(g).

(2) 만일 f(x0) = x0이고 S(f)(x0) ă 0 이면 f를 n ě 1번 합성한 함수

fn에 대하여 S(fn)(x0) ă 0이다.

(3) ´
1

2
a

dy/dx
S(y) =

d2

dx2

(
1

a

dy/dx

)
.

(4) S(y)(x) = ´

(
dy

dx

)2

S(x)(y).

(5) S(f)가항상 0일필요충분조건은어떤 a, b, c, d가존재하여모든 x에

대하여 다음이 성립하는 것이다 :

f(x) =
ax+ b

cx+ d
.
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CHAPTER 4

좌표공간과 좌표계

1. 좌표공간

목표. Rn, 오른손법칙, 벡터와점, 합, 상수배, 거리.

우리는 n–공간을

Rn = t(x1, x2, . . . , xn) : xi P Ru

로 정의한다. n–공간의 각 점은 또한 n–차원벡터라고도 불린다.

n–공간의 두 점 P = (xi), Q = (yi)와 실수 c가 주어지면 두 점의 합과

상수배는

P +Q = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

cP = (cx1, cx2, . . . , cxn)

로 정의하며 그 거리는 다음과 같이 정의한다.

d(P,Q) = |P´Q| = |P+(´Q)| = |PQ| = (x1´y1)
2+(x2´y2)

2+¨ ¨ ¨+(xn´yn)
2.

예제 4.1.1. P = (1, 2, 3), Q = (0, 1,´2)에 대하여

P +Q = (1, 3, 1), 2P = (2, 4, 6), |P ´ Q| = |PQ| =
?
1 + 1 + 25 = 3

?
3

이다.

또한 3차원 공간에서 좌표계는 오른손법칙을 이용하려 그리도록 한다.

숙제. p.156, 4, 11.

2. 극좌표계, 영역의 넓이 (4.2, 9.5)

목표. 평면의 직교좌표와 극좌표, 변환공식, 넓이, 원, 직선, 쌍곡선, 와선

(spiral), 장미잎
31



32 4. 좌표공간과 좌표계

극좌표 (r, θ)는 직교좌표 (x, y) = (r cos θ, r sin θ)에 해당한다. 또한 그

넓이는 dxdy = rdrdθ에 해당한다.

예제 4.2.1. (1) 원 r = a.

(2) 원 r = cos θ. 이를 직교좌표로 쓰면 x2 + y2 = x이다.

[WolframAlpha.com] r=cos \theta

(3) 원호 r = a, 0 ď θ ď π
2 .

(4) 직선 θ = π
3 .

(5) 쌍곡선 r2 cos 2θ = x2 ´ y2 = a2 or r = a?
cos 2θ . 이는 y = x, y = ´x

를 점근선으로 가진다. (그림 1 (a))

[WolframAlpha.com] r=1/sqrt(cos (2 \theta))

(6) 심장형곡선 (Cardioid) r = 1 + cos θ.

[WolframAlpha.com]r = 1+cos\theta

(7) 장미잎 (그림 1 (b), (c)) r = sin kθ.

[WolframAlpha.com]r =sin (3\theta)

(8) r = 1 + 1
10 sin(10t). (그림 1 (d))

[WolframAlpha.com] PolarPlot[1 + 1/10 Sin[10 t], {t, 0, 2 Pi}]

예제 4.2.2. f(θ)가 증가함수 이면 r = f(θ)는 와선 (spiral)이 된다.

(1) 와선 (spiral) r = kθ. (그림 1 (e))

[WolframAlpha.com]r = \theta

(2) 쌍곡와선 (hyperbolic spiral) r = k/θ.

[WolframAlpha.com]r = 3/ \theta

(3) 로그와선 r = r0e
kθ.

[WolframAlpha.com]r = 2 e^(\theta/10), 0<=\theta<=10\pi

(4) r = log t. (그림 1 (f))

[WolframAlpha.com]

PolarPlot[Log[t], {t, 0, 10 Pi}]
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(a) r = 1/
?

cos 2θ

-0.5 0.5

-0.5

0.5

(b) r = sin 2θ

-0.5 0.5

-1.0

-0.5

0.5

(c) r = sin 3θ
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(d) r = 1 +
1
10

sin(10θ)
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(e) r = θ
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-2

-1

1

2

3

(f) r = log(1 + θ)

Figure 1. 극좌표 곡선

예제 4.2.3. 장미잎곡선 r = sin 2θ 중 한 잎, 0 ď θ ď π/2의 넓이를 구하여

보자.
ż π/2

0

ż sin θ

r=0
rdr dθ =

ż π/2

0

sin2 θ

2
dθ =

ż π/2

0

1 ´ cos 2θ
4

dθ

=

[
θ

4
´

sin 2θ

8

]π/2
0

=
π

8
.

예제 4.2.4. Cardioid 곡선 r = 1 + cos θ, θ = 0, θ = π/3로 둘러쌓인

넓이는
ż π/3

0

ż 1+cos θ

r=0
rdr dθ =

ż π/3

0

(1 + cos θ)2
2

dθ

=

ż π/3

0

1

2
+ cos θ + 1 + cos 2θ

4
dθ =

π

4
+

9
?
3

16
.

그림 2에 cardioid와 위의 영역이 각각 (a)와 (b)에 나와 있다. 한편 cardioid

전체에 의해 둘러쌓인 영역의 넓이는
ż 2π

0

ż 1+cos θ

r=0
rdr dθ =

ż 2π

0

(1 + cos θ)2
2

dθ =

[
3

4
+ sin θ +

sin 2θ

8

]2π
0

=
3π

2
.

숙제. p.168, 4(9), 6.

권장 : p.349 연습문제
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(a) r = 1 + cos θ
0.5 1.0 1.5 2.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

(b)

Figure 2. Cardioid와 그 일부

3. 원기둥 좌표계와 구면 좌표계

목표. 원기둥좌표계, 구면좌표계, 변환공식, 원뿔, 아이스크림.

원기둥좌표 (r, θ, z)는 직교좌표 (r cos θ, r sin θ, z)에 해당한다.

예제 4.3.1. z 축을 포함하고 x = 1
2를 중심축으로 하는 원기둥의 방정식은

(x ´
1

2
)2 + y2 =

1

4

이다. 이는 원기둥좌표계로

r2 ´ r cos θ = 0

즉 극좌표와 같은 r = cos θ에 해당한다. (그림 3)

Figure 3. 원기둥좌표계

구면좌표 (ρ, θ, ϕ)는 직교좌표 (ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosϕ)에 해당

한다.

예제 4.3.2. ϕ = π/4는 원뿔이다 (그림 4 (a)). 이를 직교좌표로 표현하면

x2 + y2 = ρ2 sin2 ϕ = ρ2

2 = z2이어서

z =
a

x2 + y2
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이 된다.

[WolframAlpha.com]

z=sqrt{x^2+y^2}

예제 4.3.3. (ρ, θ, ϕ) = (1, kϕ, ϕ) 그래프를 생각해 보자. k = 0인 경우는

경도(θ)가일정하고위도(ϕ)만변하는선,즉경도선(longitude)이된다. k ‰ 0

인 경우, 0 ď ϕ ď π에 대하여, 북극 (ϕ = 0)에서 남극 (ϕ = π)까지 내려가되

위에서 내려보았을 때 회전하는 곡선이 된다. (그림 4 (b)) 보다 정확하게 그

모양을 알기 위하여 곡선

ρ = 1, θ = kϕ

를 xy–평면으로정사영시켜나오는곡선은직교좌표로표현하면 x = ρ sinϕ cos θ =

sin θ
k cos θ와 y = ρ sinϕ sin θ = sin θ

k sin θ로 주어진다. 이는 극좌표로 표현하

였을 때

r = sin θ

k
, 0 ď θ ď kπ

에 해당한다. (그림 4 (c))

[WolframAlpha.com]

ParametricPlot3D[{sin(t)cos(3t),sin(t)sin(3t),cos(t)},{t,0,Pi}]

예제 4.3.4 (아이스크림). 중심이 (0, 0, 12)이고 반지름이
1
2인 구면을 구면

좌표계로 표현하여 보자. 먼저 x2 + y2 + (z ´ 1
2)

2 = 1
4에서 ρ = cosϕ 를 얻고,

이는극좌표곡선 r = cos θ를 xz–평면위에그린후에 z 축을중심으로 2π 만큼

회전시켜 얻을 수 있다. 한편 r = cos θ는 원 x2 + y2 = x이다. 이러한 구에서

위의 절반인 북반구와 앞의 예제에 나오는 원뿔을 함께 생각하면 아이스크림

콘 모양이 나온다.

참고. 국제 ISO 표준 80000-2 (Figure 5)에 따르면 우리가 사용하는 변수

(r, θ, ρ, ϕ)는 (ρ, ϕ, r, θ)로 고쳐 쓰여야 한다. 하지만 이러한 표준이 수학에서

잘지켜지는것은아니기때문에, 책마다그의미를명확하게해주는것이좋다.

숙제. p.174, 3, 5.

4. 유클리드 공간 :생략
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��������

(a) ϕ = π/4 (b) θ = 3ϕ (c) r = sin(θ/3)

(d) θ = 50ϕ (e) r = sin(θ/50)

Figure 4. 구면좌표계

Figure 5. From International Standard ISO 80000-2:2009(E).



CHAPTER 5

벡터

1. 평행이동

정의 5.1.1 (평행사상). v P Rn에 대하여, n-공간에서 v 만큼 움직이는

평행사상이란 다음에 의해 정의된 변환 Tv : Rn Ñ Rn을 의미한다 :

Tv(x) = x+ v, @x P Rn.

예제 5.1.2. T(1,0,0)(1, 2, 3)

Tv ˝ Tw = Tv+w = Tw ˝ Tv

Tv ˝ T´v = Id.

2. 유향선분과 벡터

물리학적인 정의에 대하여 알아보자.

유향선분이란 공간 상에 시점의 위치와, 방향과, 크기가 있는 기하학적인

양이다.

벡터란 크기와 방향이 있는 양으로서, 유향선분에서 시점의 위치를 잊음으

로써 얻을 수 있다.

유향선분 ÝÝÑ
AB가나타내는벡터의좌표는 B´A이고, 이러한벡터역시 ÝÝÑ

AB

라고 쓴다. (혼동의 여지가 없는 경우)

예제 5.2.1. A = (1, 2, 3), B = (2, 4, 5). ÝÝÑ
AB

물리학적이거나 기하학적인 의미를 강조할 때 벡터와 공간 상의 점을 구별

하여 쓸 수는 있으나, 수학적으로 벡터는 공간 상의 점과 동일한 대상이다.

벡터의 합과 상수곱은 점의 연산처럼 정의한다. (평행사변형 법칙)

벡터의 크기 |v| =
b

ř

i v
2
i .

영벡터

단위벡터

표준단위벡터

37
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예제 5.2.2. A = (2, 1), B = (´1, 3)에대하여 |
ÝÝÑ
AB| = |B´A| = |(´3, 2)| =

?
9 + 4 =

?
13.

영벡터가아닌두벡터 a와 b가같은방향이라함은 b = ta를만족하는양의

실수 t가 존재한다는 것이다.

두벡터 a,b가평행하다는것은어떤실수 c가존재하여 b = ca혹은 a = cb
가성립한다는것이며,이때우리는 a ∥ b로쓴다. 특이영벡터 0 = (0, 0, . . . , 0)

은 임의의 벡터와 평행한 것으로 정의한다.

예제 5.2.3. (1, 2, 3)과 같은 방향을 가지는 표준단위벡터는?

3. 벡터의 내적

내적의 정의. n 공간의 두 벡터 a = (a1, a2, . . . , an)과 b = (b1, b2, . . . , bn)

의 내적 (inner product)는 다음과 같이 정의된다 :

a ¨ b = a1b1 + a2b2 + ¨ ¨ ¨ + anbn.

특히 }a}2 =
řn

i=1 a
2
i = a ¨ a가 성립한다.

내적의 직관적인 설명. 물리학에서 (2,3차원공간의) 사잇각이 θ P [0, π]인

두 벡터 a,b의 내적은
a ¨ b = |a| ¨ |b| cos θ

으로정의된것을기억할것이다. 예를들어, 힘벡터가 F, 변위벡터가 s인경우
힘이한일은W = F ¨ s로주어진다. 이러한물리학적인의미와우리의수학적

정의를 화해시켜 보자.

n 공간에 평행이 아닌 두 벡터 a,b P Rn가 주어졌다고 하자. 이러한 두

벡터에 의해 정의되는 평면은

Π(a,b) = tsa + tb : s, t P Ru

로 정의된다. 우리는 다음 사실을 직관적으로 증명 없이 받아들일 것인데, 이

사실은 본 강의록에 나오는 증명들에 사용되지는 않는다.

명제 5.3.1. n 공간에 평행하지 않은 두 벡터 a,b에 대하여 어떤 전단사사
상 f : Π(a,b) Ñ R2이 존재하여 임의의 x, y P Π(a,b)에 대하여 |x ´ y| =

|f(x) ´ f(y)|가성립한다.
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따라서 평행이 아닌 두 벡터 a,b P Rn가 주어지면 위의 명제에 의해 세 점

O = 0, A = a, B = b를 R2의 세 점 O1 = f(0), A1 = f(a), B1f(b)로 보낼 수
있다. 삼각형 O1A1B1는

O1A1 = |f(A) ´ f(O)| = |a|, O1B1 = |f(B) ´ f(O)| = |b|,

A1B1 = |f(B) ´ f(A)| = |b ´ a|,

를 만족하고, 자연스럽게 우리는 유클리드 평면 위의 삼각형 O1A1B1이 바로 n

차원 공간에 있는 “삼각형” OAB와 합동이라고 생각할 수 있다. 특히 우리는

θ = =A1O1B1를 =AOB, 즉 a 와 b의 사잇각으로정의한다. 또한 a = tb 혹은
b = ta 가 성립하는 경우 t ě 0이면 a와 b 사잇각은 0이고, t ă 0이면 a와 b
사잇각은 π로 정의한다. 그러면, 물리학에서와 마찬가지로 다음을 얻는다.

정리 5.3.2 (정리 3.1.5). Rn의 두벡터 a와 b 사이의사잇각을 θ P [0, π]라

하면다음이성립한다 :

a ¨ b = |a| ¨ |b| cos θ.

Proof. 정리위에정의된A,B,O1, A1, B1에대하여유클리드평면R2에속

하는삼각형 O1A1B1에코사인법칙 O1A12+O1B12´2O1A1 ¨O1B1 cos θ = A1B12

을 적용하면

|b ´ a|2 = |a|2 + |b|2 ´ 2|a| ¨ |b| cos θ

(b ´ a) ¨ (b ´ a) = b ¨ b+ a ¨ a ´ 2|a| ¨ |b| cos θ = 0

a ¨ b = |a| ¨ |b| cos θ. □

이제 두 벡터 a,b P Rn의 (사이)각을 얘기할 때에는 증명 없이 명제 5.3.1

를 사용하여 정의했다고 생각해도 좋고, 혹은 더욱 엄밀하게,

cos θ =
a ¨ b

|a| ¨ |b|

를 만족하는 [0, π]의 수 θ라고 정의한 것으로 간주해도 된다.

따름정리 5.3.3 (정리 3.1.5). Rn 의 영이 아닌 두 벡터 a,b가 이루는 사잇
각을 θ P [0, π]라하자.

(1) θ ă π/2, 즉사잇각이예각일필요충분조건은 a ¨ b ą 0이다.

(2) θ ą π/2, 즉사잇각이둔각일필요충분조건은 a ¨ b ă 0이다.
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(3) θ = π/2, 즉사잇각이직각일필요충분조건은 a ¨ b = 0이다.

증명은 정리 5.3.2에서 자명하다.

코시–슈바르츠 부등식. 다음의 부등식은 내적에 관하여 가장 중요한 부등
식 중의 하나이다. 이 부등식은 정리 5.3.2에 의해 자명하다고 볼 수도 있지만,

우리는 명제 5.3.1를 증명하지 않았으므로 여기서는 이 부등식을 정리 5.3.2를

이용하지 않고 대수적으로 증명하고자 한다.

정리 3.4 (코시–슈바르츠 부등식,정리 3.1.9)

n 공간의 두 벡터 a,b에 대하여 다음이 성립한다 :

|a ¨ b| ď |a||b|.

단, 등호는 a ∥ b일 때 성립한다.

Proof. 두 벡터 모두 영벡터가 아니라 가정해도 좋다. 일변수 이차함수

f(t) =
n

ÿ

i=1

(tai ´ bi)
2 =

(
ÿ

i

a2i

)
t2 ´ 2

(
ÿ

i

aibi

)
t+

(
ÿ

i

b2i

)

은 항상 0 이상이다. 여기서 a ‰ 0 이므로 f는 일차함수가 아니다. 따라서

판별식 D에 대하여

D/4 =

(
ÿ

i

aibi

)2

´

(
ÿ

i

a2i

)(
ÿ

i

b2i

)
ď 0

가 성립하여 주어진 부등식을 얻게 된다. 또한 등호는 D = 0인 경우, 즉

f(t) = 0이 유일한 해를 가질 때이며 이는 b = ta가 성립하는 t가 존재할

때이다. □

따름정리 5.3.5 (삼각부등식). n 공간의두벡터 a,b에대하여다음이성립
한다 :

|a + b| ď |a| + |b|.

단, 등호는 a ∥ b일때성립한다.

Proof.

(RHS)2 ´ (LHS)2 = (|a|+ |b|)2 ´ (a+b) ¨ (a+b) = 2(|a| ¨ |b|´a ¨b) ě 0. □
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정의 5.3.6 (정사영). n–공간의 벡터 a, b가 주어졌을 때 |b ´ ta|를 최소로

하는 t P R에 대하여 ta를 b의 a로의정사영이라고 부르고 pa(b)로 표기한다.

정리 3.7 (정리 3.1.1)

영벡터가 아닌 벡터 a에 대하여 b의 정사영은

pa(b) =
a ¨ b

a ¨ a
a

로 정의된다.

Proof. f(t) = |b´ta|2 = |b|2t2´2a¨bt+|a|2의최소값은 t = (a¨b)/(a¨a)

일 때 일어난다. 따라서

pa(b) = ta =
a ¨ b

a ¨ a
a.

□

우리는 a¨b
a¨a를 b의 a성분이라 부른다.

예제 5.3.8. pj(3, 4, 5) = 4 = p2j(3, 4, 5)이다.

숙제. p.192, 2, p.199, 2., p.201, 5, 13.

4. 직선과 평면의 방정식

평면과 초평면. R3의 점 a를 지나고 벡터 n에 수직인 평면 Π의 방정식은

(x ´ a) ¨ n = 0로 주어진다. 이 경우 n은 Π의 법선벡터라고 부른다.

예제 5.4.1. 방정식 x + 2y + 3z = 1을 만족하는 (x, y, z)의 집합 Π를

생각하여보자. 주어진식은 (x´1)+2(y´0)+3(z´0) = 0로쓸수있으므로

Π는 (1, 0, 0)을 지나고 (1, 2, 3)과 수직인 평면이다.

보다 일반적으로, n 공간의 두 벡터 r, n에 대하여 방정식 (x ´ r) ¨ n = 0을

만족하는모든점 x P Rn의집합을초평면이라부르고이경우 n을이초평면의

법선벡터라고 부른다.

예제 5.4.2. x + 3y + 5z + 7w = 0을 만족하는 (x, y, z, w) P R4의 집합은

(0, 0, 0, 0)을 지나고 법선벡터가 (1, 3, 5, 7)인 초평면이다.
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직선. Rn의 한 점 P를 지나고 벡터 v에 평행한 직선이란 실수 t에 대하여

x = P + tv를 만족하는 x들의 집합을 말한다. 만일 n = 2 혹은 n = 3이라면

우리가 잘 알고 있는 직선의 방정식과 일치한다.

예제 5.4.3. 점 A(1, 2, 3, 4)과 B(0, 2, 4, 6)에 대하여 직선 AB의 방정식은

x = A+ t
ÝÝÑ
AB = (1, 2, 3, 4) + (0, 2t, 4t, 6t), t P R

이다.

중심. Rn에 있는 N 개의 점 x1, x2, . . . , xN의 기하학적중심(centroid)은

xcentroid =
x1 + x2 + . . .+ xN

N

으로 정의된다. 물리적으로, 중심은 같은 질량을 가지는 N 개의 입자가

x1, x2, . . . , xN에 있을 때 무게중심과 같다.

이제 만일 질량 m1,m2, . . . ,mN을 갖는 입자가 각각 x1, x2, . . . , xN에 있

다면 그 질량중심 (center of mass)은

xcenter of mass =
m1x1 +m2x2 + . . .+mNxN

N

으로 정의된다.

양의 실수 a, b와 Rn의 두 점 P,Q에 대하여, P와 Q를 a : b로내분하는점

은

R =
aP + bQ

a+ b

로 정의된다. 이는 P 에 질량 a, Q에 질량 b의 입자가 있을 때 질량중심과

일치한다.

예제 5.4.4 (기본연습문제 4.4.3). n–공간의 점 Q와 R에 각각 질량 a와 b

인 입자가 있다고 하자. 이제 또다른 점 P에 있는 입자의 질량 t가 (´8,8)

영역에서 점점 증가한다고 하면 P,Q,R에 있는 세 입자의 질량중심은 x(t) =

(tP + aQ+ bR)/(t+ a+ b)로 주어진다. 이를 다시 쓰면

x(t) =
tP + aQ+ bR

t+ a+ b
=

(t+ a+ b)P + a(Q ´ P ) + b(R ´ P )

t+ a+ b

= P +
a(Q ´ P ) + b(R ´ P )

t+ a+ b

이고 이는 P를 지나고 v = a(Q ´ P ) + b(R ´ P )와 평행한 직선이 된다.
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숙제. p.205, 1, p.211, 4, 10, 15, 20.

5. 일차독립과 종속

정의 5.5.1. n 공간에 있는 벡터들의 집합 A = ta1, a2, . . . , aku가 주어져

있다고 하자.

(1) 실수 t1, t2, . . . , tk P R에대하여 t1a1+t2a2+ ¨ ¨ ¨+tkak 꼴로쓰여지는

벡터를 벡터 a1, a2, . . . , ak의 일차결합이라고 부른다.

(2) A가일차종속이라함은A의한벡터를나머지벡터들의일차결합으로

쓸 수 있다는 것이다.

(3) A가 일차종속이 아니면 일차독립이라고 부른다.

예제 5.5.2. (1) (3, 4, 5) = 3i+ 4j + 5k이므로 (3, 4, 5)는 i, j, k의 일

차결합이다. 일반적으로 Rn의 임의의 벡터는 Rn의 표준단위벡터

e1, e2, . . . , en의 일차결합니다.

(2) A = t(1, 1), (2, 3), (3, 5)u에 대하여 (3, 5) = ´(1, 1) + 2(2, 3)이므로

A는 일차종속이다.

정리 5.3 (정리 5.0.3)

n 공간에 있는 벡터들의 집합 A = ta1, a2, . . . , aku이 일차독립일 필요

충분조건은 방정식

x1a1 + x2a2 + ¨ ¨ ¨ + xkak = 0

이 자명한 해 (즉, x1 = x2 = ¨ ¨ ¨ = xk = 0)만을 가진다는 것이다.

Proof. 만일 A가 일차종속이라면 방정식

x1a1 + x2a2 + ¨ ¨ ¨ + xkak = 0

는 x1, x2, . . . , xk 중 하나의 값이 1인 해를 갖는다.

역으로

x1a1 + x2a2 + ¨ ¨ ¨ + xkak = 0

이 모두 0은 아닌 해 (x1, x2, . . . , xk)를 가진다면, 일반성을 잃지 않고 xk ‰ 0

을 가정할 수 있고 이 때

ak = ´
1

xk
(x1a1 + x2a2 + ¨ ¨ ¨ + xk´1ak´1



44 5. 벡터

이 되어 A은 일차종속이 된다. □

예제 5.5.4. 만일 (a, b, c) = ai + bj + ck = 0이라면 (a, b, c) = (0, 0, 0)

이므로 ti, j, ku는 일차독립이다.

숙제. p.218, 6.

6. 부록 : 좌표공간의 기저와 차원

목표. 생성, 기저, 기저정리.

6.1. 생성집합. R3의임의의벡터는 i, j, k의일차결합으로표현가능하다 :

(x, y, z) = xi+ yj + zk.

일반적으로 벡터 a1, . . . , ak가 n 공간을 생성한다함은 n 공간의 임의의 벡터 v

에 대해 v =
ř

i λiai를 만족하는 실수의 순서쌍 (λ1, λ2, . . . , λk)가 존재한다는

뜻이다.

정의 5.6.1. n 공간의 기저란 일차독립이면서 n 공간을 생성하는 벡터들의

모임을 말한다.

예제 5.6.2. (1) ti, j, ku는 R3의 기저이다.

(2) ti, j, i+ ku 역시 R3의 기저이다.

(3) t(1, 0), (0, 1), (1, 1)u는 R2의 기저가 아니다.

정리 5.6.3 (정리 6.4.1). n 공간의 일차독립인 벡터 a1, . . . , an은 기저를

이룬다.

Proof. n에 대한 귀납법. an의 n 번째 좌표가 0이 아니라 가정하고,

bi = ai ´ xian이 n 번째 좌표가 0인 벡터로 잡으면 b1, . . . , bn´1도 일차 독

립이고 n ´ 1 공간에 있으니 기저이다. 이제 e1, e2, . . . , en´1을 b1, . . . , bn´1

의 일차결합으로 쓰고 나면 en도 b1, . . . , bn´1, an의 일차결합으로 쓸 수 있다.

이는 a1, . . . , an이 Rn을 생성함을 의미한다. □

<2015-04-29 강의>

따름정리 5.6.4 (따름정리 6.4.2). (1) n공간의일차독립인벡터 a1, . . . , ak

가있으면 k ď n이다.

(2) n 공간을생성하는벡터 a1, . . . , ak가있으면 k ě n이다.
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(3) n 공간의기저 a1, . . . , ak가있으면 k = n이다.

Proof. (1), (3) 자명

(2) A는 ai들을 세로로 써서 붙여놓은 n ˆ k 행렬이라 하자. 생성조건에

의해, 각 i = 1, 2, . . . , n에 대해 어떤 열벡터 bi P Rk가 존재하여 각 표준단

위벡터 ei P Rn를 Abi = ei로 쓸 수 있다. 따라서 AB = In을 만족하는

k ˆ n 행렬 B가 있다. 한편 만일 k ă n이라면 (1)에 의해 A의 행벡터들은

일차종속이므로 yA = (0, 0, . . . , 0) = 0인 1 ˆ n 행렬 y ‰ 0가 있다. 이 때,

0 = 0B = yAB = yIn = y이어서 모순을 얻는다. □

6.2. 벡터공간의 차원, 기저와 좌표계 : 생략.

숙제. p.225, 1.





CHAPTER 6

행렬과 선형사상

1. 행렬

1.1. 정의. 자연수 m,n에 대하여 m ˆ n 행렬이란 mn개의 수를 m개의

행, n개의 열을 가지도록 아래처럼 나열한 것이다 :
a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n
...

... . . . ...

an1 an2 ¨ ¨ ¨ ann

 .

이때우리는 i번째행, j 번째열, (i, j) 항 (혹은 (i, j)–원소)을자연스럽게

정의할 수 있다.

예제 6.1.1. 2 ˆ 2 행렬 A = (i2(i+ j)).

예제 6.1.2. 모든 항이 0인 행렬을 영행렬이라고 부른다.

연산. 크기가같은두행렬A = (aij)와B = (bij)의합은A+B = (aij+bij)

로 정의한다. 실수 c P R에 대하여 상수곱은 cA = (caij)로 정의한다.

행렬을 수학에서 이용하기 시작한 가장 중요한 동기는 선형방정식이다. 즉

방정식

a11x1 + a12x2 + ¨ ¨ ¨ + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ¨ ¨ ¨ + a2n = b2

... =
...

am1x1 + am2x2 + ¨ ¨ ¨ + amn = bm

을 m ˆ n 행렬 A = (aij)와 두 열벡터 x = (x1, x2, . . . , xn) P Rn, b =

(b1, b2, . . . , bm) P Rm을 이용하여 표현하고자 함이다.
47
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보다 구체적으로, m ˆ n 행렬 A = (aij)와 n ˆ ℓ 행렬 B = (bjk)에 대하여

AB는 mˆ ℓ행렬로서그 (i, j)항이
řn

j=1 aijbjk로주어졌다고하면위의선형

연립방정식은 Ax = b로 쓸 수 있다.

보조정리 6.1.3 (기본연습문제 1.2.2). 세개의행렬A,B,C가주어져있어서

A의 열의 갯수는 B의 행의 갯수와 같고, B의 열의 갯수는 C의 행의 갯수와

같다면 (AB)C = A(BC)가성립한다.

Proof. 행렬 A = (aij) 등으로 쓰면

((AB)C)pq =
ÿ

i

(AB)piciq =
ÿ

i

(
ÿ

j

apjbji

)
ciq

=
ÿ

j

apj

(
ÿ

i

bjiciq

)

=
ÿ

j

apj(BC)jq = (A(BC))pq. □

따라서, 만일 연립방정식 Ax = b가 주어져 있고 또한 관계식 x = By가

성립한다면 b = A(By) = (AB)y가 성립한다.

참고. Einstein notation을 이용하면 위의 증명은 다음과 같다 :

((AB)C)pq = (AB)piCiq = ApjBjiCiq = Api(BC)jq = (A(BC))pq.

전치행렬. 행렬 A = (aij)가 m ˆ n 행렬이라면, 우리는 A의 전치행렬을

At = (aji)를 만족하는 n ˆ m 행렬로 정의한다.

예제 6.1.4.

A =


2 3

4 6

7 10

 , At =

 2 4 7

3 6 10

 .

예제 6.1.5. 내적 x ¨ y는두행렬의곱 ytx으로쓸수있다. 따라서 x ¨Ay =

ytAtx = Atx ¨ y가 성립한다.

숙제. 2, 5, 7.

정사각행렬. 자연수 n에 대하여 n ˆ n 행렬을 정사각행렬이라고 부른다.

특히 In = (δij)는 항등행렬이라고 부른다.
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2. 선형사상

m ˆ n 행렬 A가 주어져 있다고 하자. 우리는 함수 (변환이라고도 불린다)

LA : Rn Ñ Rm을 LA(x) = Ax로 정의할 수 있다.

예제 6.2.1.

A =


2 3

4 6

7 10


인 경우 LA(x, y) = (2x+ 3y, 4x+ 6y, 7x+ 10y)이다.

이제 m ˆ n 행렬 A에 대하여

LA(x+ y) = A(x+ y) = Ax+Ay = LA(x) + LA(y)

이고 c P R에 대하여 LA(cx) = A(cx) = cAx = cLA(x)임을 알 수 있다.

정의 6.2.2. 변환 T : Rn Ñ Rm이 임의의 x, y P Rm, c P R에 대하여

T (x+ y) = Tx+ Ty, T (cx) = cT (x)

를 만족한다면 우리는 T를 선형변환이라고 부른다.

명제 6.2.3. 임의의선형사상 T : Rn Ñ Rm에대하여어떤mˆn행렬 A가

존재하여 T = LA가성립한다.

Proof. e1, e2, . . . , en이 Rn의 표준단위벡터라 하고 i = 1, 2, . . . , n에 대

하여 ai = Tei P Rm이라 정의하자. 이제 ai각 각 열에 해당하는 m ˆ n 행렬

A = (a1 a2 . . . an)을 정의하면 임의의 열벡터 x = (x1, x2, . . . , xn에 대하여

T (x) = T (
ÿ

i

xiei) =
ÿ

i

xiT (ei) =
ÿ

i

xiai = Ax = LA(x). □

예제 6.2.4.

T : (a, b, c) ÞÑ (c, b, a)

예제 6.2.5. v = (v1, v2, . . . , vn) P Rn이 단위벡터일 때 정사영 Tx = pv(x)

로 정의된 변환 T : Rn Ñ Rn을 생각하자.

Tx =
x ¨ v

v ¨ v
v = (x ¨ v)v
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에서 T는 선형임을 알 수 있다. 이에 해당하는 행렬을 계산하여 보자.

(Tx)i = (x ¨ v)vi =
ÿ

j

(vivj)xj

이고 따라서 n ˆ n 행렬 A = (vivj) = vtv를 고려하면 Tx = Ax가 성립한다.

예를 들어, v = (1/
?
14, 2/

?
14, 3/

?
14)에 대하여 다음이 성립한다.

pv(x) =


1/14 2/14 3/14

2/14 4/14 6/14

3/14 6/14 9/14

x.

숙제. 3, 7.

3. 부록 : 등장변환과 행렬의 극한

목표. 회전, 등장변환의선형성, 직교행렬, 대각합, 행렬의급수

3.1. 등장변환. R2에서 양의 방향으로 θ 만큼 회전시키는 변환은 cos θ ´ sin θ

sin θ cos θ


이며, 따라서 R3에서 z 축으로중심으로위에서바라보았을때 (즉양의 z 축을

중심으로) θ 만큼 회전시키는 변환은

R3(θ) =


cos θ ´ sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


R3에서 양의 x 축, y 축을 중심으로 θ 만큼 회전시키는 변환은

R1(θ) =


1 0 0

0 cos θ ´ sin θ

0 sin θ cos θ

 , R2(θ) =


cos θ 0 sin θ

0 1 0

´ sin θ 0 cos θ


정의 6.3.1 (등장변환). 함수 f : Rn Ñ Rn이 임의의 P,Q P Rn에 대하여

d(P,Q) = d(f(P ), f(Q))

을 만족하면 f는 Rn에 정의된 등장변환이라 부른다.

먼저 우리는 원점을 보존하는 등장변환을 분류해 보자.
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보조정리 6.3.2. 원점을보존하는등장변환은벡터의크기와내적을보존한

다.

Proof. T가원점을보존하는 등장변환이라고하자. 임의의점 X에 대해

|X| = d(0, X) = d(T0, TX) = |TX|이고 따라서 임의의 X,Y P Rn에 대하여,

2TX ¨ TY = (TX ´ TY ) ¨ (TX ´ TY ) ´ TX ¨ TX ´ TY ¨ TY

= |TX ´ TY |2 ´ |TX|2 ´ |TY |2 = |X ´ Y |2 ´ |X|2 ´ |Y |2

= 2X ¨ Y.

□

정리 6.3.3. 원점을보존하는등장변환은선형이다.

Proof. T : Rn Ñ Rn이 원점을 보존하는 등장변환이라 하자. c P R이고

X,Y P Rn일 때 보조정리 6.3.2에 의해,

|T (X + cY ) ´ TX ´ cTY |2

=|T (X + cY )|2 + |TX + cTY |2 ´ 2T (X + cY ) ¨ (TX + cTY )

=|X + cY |2 + |TX|2 + c2|TY |2 + 2cTX ¨ TY

´ 2T (X + cY ) ¨ TX ´ 2cT (X + cY ) ¨ TY

=|X + cY |2 + |X|2 + c2|Y |2 + 2cX ¨ Y

´ 2(X + cY ) ¨ X ´ 2c(X + cY ) ¨ Y = 0.

즉 T (X + cY ) = TX + cTY 가 증명되었다. □

정의 6.3.4 (직교행렬). n 차 정사각 행렬 A가 AtA = In를 만족하면 A를

직교행렬이라 부른다.

직교행렬 A의 열벡터들을 v1, v2, . . . , vn이라 쓰면

vi ¨ vj = (AtA)ij = δij

가 성립하며, 특히 서로 다른 두 열은 서로 직교한다.

보조정리 6.3.5. n 공간에두벡터 X,Y 가주어져있을때에, 만일임의의 n

공간의벡터 Z에대해 X ¨ Z = Y ¨ Z가성립한다면 X = Y 이다.
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Proof. Z = X ´ Y 를 대입하면 |X ´ Y |2 = (X ´ Y ) ¨ (X ´ Y ) =

X ¨ (X ´ Y ) ´ Y ¨ (X ´ Y ) = 0을 얻는다. □

정리 6.3.6. n 차 정사각 행렬 A가 정의하는 선형변환 LA가 등장변환일

필요충분조건은 A가직교행렬이라는것이다.

Proof. LA가 등장변환이라고 가정하자. 임의의 X,Y P Rn에 대하여

X ¨ Y = AX ¨ AY = (AY )tAX = Y tAtAX = AtAX ¨ Y

이므로 보조정리 6.3.5에 의하여 X = AtAX가 된다. 이 등식은 임의의 X에

대해 성립하므로

AtA = AtAIn = AtA(e1 e2 ¨ ¨ ¨ en) = (AtAe1 AtAe2 ¨ ¨ ¨ AtAen) = In.

역으로, AtA = I이면 AX ¨ AY = AtAX ¨ Y = X ¨ Y 이고 X = Y 를

대입하여 |AX| = |X|를 얻어서 LA가 길이 (크기)를 보존함을 알 수 있다. □

직교행렬이 정의하는 선형사상을 우리는 직교변환이라고 부른다. 우리는

n–공간의 벡터를 v 만큼 움직이는 평행사상을 Tv로 표기하였다 (정의 5.1.1).

따름정리 6.3.7. 임의의 등장변환은 직교변환과 평행이동의 합성으로 표현

된다.

Proof. T : Rn Ñ Rn이 임의의 등장변환이라 하고 T (0) = v로 쓰자.

그러면 S(x) = T (x) ´ v는 0을 0으로 보내는 등장변환이어서 직교변환이고

(정리 6.3.6), T = Tv ˝ S로 쓸 수 있다. □

3.2. 정사각행렬과 다항식.

정의 6.3.8 (대각합 (trace)). n차정사각행렬 A = (aij)에대하여그대각합

은 tr(A) =
ř

i aii로 정의된다.

명제 6.3.9. A,B가 n차정사각행렬이고 c P R이면

(1) tr(A+ cB) = trA+ c trB.

(2) tr(AB) = tr(BA).

(3) tr(At) = tr(A).

Proof. (2) tr(AB) =
ÿ

i,j

aijbji = tr(BA). □
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다항식 p(x) =
ř

i aix
i에 대하여

p(A) =
ÿ

i

aiA
i

로 정의한다.

예제 6.3.10.

A =

 a b

c d


에대하여 pA(x) = x2 ´ (a+d)x+(ad´ bc)로두면 pA(A) = A2 ´ (a+d)A+

(ad ´ bc)I = O이 성립한다. 특히 A2 = (a+ d)A ´ (ad ´ bc)I이고

A3 = (a+ d)A2 ´ (ad ´ bc)A = (a+ d)((a+ d)A ´ (ad ´ bc)I) ´ (ad ´ bc)A

= (a2 + d2 + ad+ bc)A ´ (a+ d)(ad ´ bc)I

등으로 쓸 수 있다.

3.3. 행렬의 극한. 행렬 A = (aij)에 대하여 그 절대값의 정의는 :

|A| =

d

ÿ

i,j

|aij |2 =
a

tr(AtA) =
a

tr(AAt).

예제 6.3.11.
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

 2 4 7

3 6 10

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=
?
4 + 16 + 49 + ¨ ¨ ¨.

실제로 |A|2 = tr(AtA)이다.

정리 6.3.2. 두행렬 A,B 사이에 AB가잘정의되면,

|AB| ď |A| ¨ |B|

이성립한다. 특히 A가정사각행렬이면 |Ak| ď |A|k이다.

Proof. 코시–슈바르츠 부등식에 의해

|AB|2 =
ÿ

i,k

(
ÿ

j

aijbjk

)2

ď
ÿ

i,k

(
ÿ

j

a2ij

)(
ÿ

j

b2jk

)
= |A|2|B|2. □

이제각항이행렬인수열 tA(n)u에대하여 limnÑ8 A(n) = B라함은 A(n)

의 각 ij원소가 B의 ij원소에 수렴한다는 것이다.
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정리 6.3.3. limnÑ8 A(n) = B일 필요충분조건은 limnÑ8 |A(n) ´ B| = 0

이다.

증명은 직관적인 이해로 대체한다.

예제 6.3.4.

A =


.1 .2 .3

.2 ´.1 .3

.5 .1 .2


이면 |A| ă 1을 쉽게 확인할 수 있다. 따라서 limnÑ8 |An| ď limn |A|n = O

이고, limnÑ8 An = O이다.

3.4. 행렬의 급수.

A =


1
2 0 0

0 1
3 0

0 0 1
4


에 대하여

ÿ

ně0

An =
ÿ

ně0


1
2n 0 0

0 1
3n 0

0 0 1
4n

 =


2 0 0

0 3
2 0

0 0 4
3


이다.

정리 3.5

임의의 정사각행렬 A에 대하여 급수

eA := I +A+
1

2!
A2 + ¨ ¨ ¨ =

ÿ

ně0

1

n!
An

는 항상 수렴한다.

Proof. 행렬 X의 각 ij 원소의 절대값은 |X|이하이다. 이제
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(
An

n!

)
ij

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

An

n!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|A|n

n!

이고
ř

n |A|n/n! = e|A|이므로 eA의 각 (i, j) 항은 비교판정법에 의해 절대수

렴한다. □
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일반적으로,

SN =
N
ÿ

n=0

An

라두면 (I ´A)SN = SN ´ASN = I ´AN+1이고, 만일 B(I ´A) = I가성립

하는 B가 존재한다면 B = (I ´ A)´1로 썼을 때 SN = (I ´ A)´1(I ´ AN+1)

이 성립한다. 특히, |A| ă 1이라면

8
ÿ

n=0

An = (I ´ A)´1.

숙제. p.252, 3.4.3, p.254, 10, 12.





CHAPTER 7

정사각행렬과 행렬식

1. 역행렬

어떤정사각행렬 A에대하여 AB = BA = I인정사각행렬B가존재한다면

B를 A의역행렬이라부르고 B = A´1로쓴다. 만일 A의역행렬이존재한다면

연립방정식 Ax = b는

x = A´1(Ax) = A´1b

로 쉽게 행렬의 곱으로 구할 수 있다.

명제 7.1.1. 만일 정사각 행렬 A에 대하여 BA = I = AC인 정사각행렬

B,C가존재한다면 B = C이다.

Proof.

B = BI = BAC = IC = C. □

정리 7.4.3에서 우리는 BA = I인 정사각행렬 B가 존재한다면 AB = I

임을 증명한다.

숙제. 2

2. 치환

목표. 치환의개수, 곱과역치환, 치환의부호, 호환, 전도의수, 부호.

정의 7.2.1. 주어진 n에 대하여 치환이란 t1, 2, . . . , nu에 정의된 전단사함

수를 말한다.

t1, 2, . . . , nu에서 정의된 치환의 집합은 Sn으로 쓴다.

두 치환의 합성을 우리는 치환의 곱이라 줄여 부르고, 역치환은 치환의

역함수를 일컫는다. 또한 어떤 i, j에 대하여 i와 j를 바꾸고 다른 수를 고정

하는 치환을 호환이라 부르며 (ij)로 표기한다. 별다른 혼동이 없을 경우 1은

항등치환을 의미한다.
57
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Figure 1. 버블정렬.

정리 7.2.2. 임의의 치환 σ에 대하여
śk

i=1 τiσ = 1이 되게 하는 호환들의

곱 τi가존재하며, 이러한 τi 들의갯수 k는 mod 2로유일하다.

이러한 호환들을 찾는 방법은 여러가지가 있는데, 그 중 대표적인 버블

정렬은 아래 동영상으로 설명한다. 증명은 각자 생각해 볼 수 있을 것이다.

버블소트 관련 동영상 : https://youtu.be/lyZQPjUT5B4

이러한 k 를 치환 σ의 부호라 한다.

치환 σ : t1, 2, . . . , nu Ñ t1, 2, . . .u 에 대하여 그 전도의수를

N(σ) = |t(i, j) : 1 ď i ă j ď n, σ(i) ą σ(j)u|

로 정의하자.

예제 7.2.3. (1) N(1) = 0

(2) N((12)) = 1.

(3) N

 1 2 3 4

4 3 2 1

 는둘째줄에서 4뒤에나오면서 4보다작은수의

갯수, 3 뒤에나오면서 3보다작은수의갯수 . . .을세어 3+2+1 = 6

이다.

(4)

N

 1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

 = 1 + 1 + 1 + 1 = 4.

정리 7.2.4 (정리 4.1.6). 임의의 치환 σ와 호환 τ 에 대하여 N(στ) ”

N(σ) + 1 mod 2이성립한다.

https://youtu.be/lyZQPjUT5B4
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4 8

4 8

Figure 2. 호환 (4, 8)은 7개의 인접호환들의 곱과 같다.

Proof. 먼저 τ = (k k + 1)의 꼴이라 가정하고, σ(k) = p, σ(k + 1) = q

라면

N(στ) ´ N(σ) = N

 k k + 1

q p

´ N

 k k + 1

p q

 = ˘1.

이제 임의의 호환 τ = (i j)는

(i j) = (i i+ 1) ¨ ¨ ¨ (j ´ 3 j ´ 2)(j ´ 2 j ´ 1)(j ´ 1 j)(j ´ 2 j ´ 1) ¨ ¨ ¨ (i i+ 1)

은 2|i ´ j| ´ 1, 즉 홀수개 인접호환의 곱임을 이용하면 (그림 2) 증명이 끝난

다. □

정리 7.2.5 (정리 4.1.8). 어떤호환 τ1, τ2, . . . , τk, τ
1
1, τ

1
2, . . . , τ

1
m이

τ1τ2 ¨ ¨ ¨ τk = τ 1
1τ

1
2 ¨ ¨ ¨ τ 1

m

를만족하면 k ” m mod 2이다.
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Proof.

τkτk´1 ¨ ¨ ¨ τ1τ
1
1τ

1
2 ¨ ¨ ¨ τ 1

m = Id

이므로 정리 4.1.6에 의해 k +m ” 0 mod 2이다. □

위의 정리로 부터

정의 7.2.6. k 개의 호환으로 쓰여질 수 있는 치환 σ의 부호는

sgn(σ) = (´1)k

로 정의한다. sgn = 1인 치환을 짝치환, ´1인 치환을 홀치환이라고 한다.

참고. Sn에서짝치환의개수와홀치환의개수는같다. 만일 An이짝치환의

집합이라면, An과 An(12) = tσ(12) : σ P Anu은 서로 소이고 그 합집합이 Sn

이다.

3. 행렬식

목표. 행렬식의정의와성질, 라플라스전개, 행렬식의곱

예 : 2차 행렬의 행렬식.

정의 7.3.1. 일반적으로 A = (aij)로 주어진 행렬의 행렬식은 다음과 같이

주어진다 :

det(A) =
ÿ

σPSn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) ¨ ¨ ¨ anσ(n).

예제 7.3.2 (라플라스 전개).

det


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11a22a33 ´ a11a23a32 + a12a23a31 ´ a12a21a33

+a13a21a32 ´ a13a22a31

= a11 det

 a22 a23

a32 a33

´ a12 det

 a21 a23

a31 a33

+ a13 det

 a21 a22

a31 a32

 .

det


0 1 2

3 4 5

3 2 2

 = ´3.
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보조정리 7.3.3 (기본연습문제 3.0.2). det(At) = det(A).

Proof. bij = aji로 두면 B = (bij) = At이다.

det(B) =
ÿ

σPSn

sgn(σ)b1σ(1)b2σ(2) ¨ ¨ ¨ bnσ(n)

=
ÿ

σPSn

sgn(σ)bσ´1(1)1bσ´1(2)2 ¨ ¨ ¨ bσ´1(n)n

=
ÿ

σPSn

sgn(σ)a1σ´1(1)a2σ´1(2) ¨ ¨ ¨ anσ´1(n) = det(A).

□

정리 7.3.4 (정리 3.0.3 A). 행렬식 det : (Rn)n Ñ R은다음 성질을 만족한

다.

(1) (다중선형성) 각열에대해선형이다. 즉,

det(a1, . . . ,ai´1,ai + ta1
i,ai+1, . . . ,an)

= det(a1, . . . , ai´1,ai,ai+1, . . . ,an) + t det(a1, . . . ,ai´1,a1
i,ai+1, . . . , an).

(2) (왜대칭성) 두열을바꾸면부호가바뀐다.

det(a1, . . . ,ai´1,ai,ai+1, . . . ,aj´1,aj ,aj+1, . . . ,an)

= ´ det(a1, . . . ,ai´1,aj ,ai+1, . . . ,aj´1,ai,aj+1, . . . ,an).

Proof. (1) b = ai + a1
i이라 두면

det(a1, a2, . . . , b, ai+1, . . . , an)

=
ÿ

σPSn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) ¨ ¨ ¨ bσ(i) ¨ ¨ ¨ anσ(n)

=
ÿ

σPSn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) ¨ ¨ ¨ (aiσ(i) + a1
iσ(i)) ¨ ¨ ¨ anσ(n)

에서 자명.

(2) i ă j, τ = (i j)라 하고

bk =

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ak if k ‰ i, j

aj if k = i

ai if k = j
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로 두자. B = (bij)에 대하여

det(B) =
ÿ

σPSn

sgn(σ)b1σ(1)b2σ(2) ¨ ¨ ¨ bnσ(n)

=
ÿ

σPSn

sgn(σ)aτ(1)σ(1)aτ(2)σ(2) ¨ ¨ ¨ aτ(n)σ(n)

=
ÿ

σPSn

sgn(σ)a1στ´1(1)a2στ´1(2) ¨ ¨ ¨ anστ´1(n) = det(A).

□

정리 3.5 (정리 3.0.3 A)

함수 f : (Rn)n Ñ R가 다중선형성과 왜대칭성을 가지면 f(A) =

f(I)det(A)가 성립한다.

다시말해, 함수 f : (Rn)n Ñ R가

(1) 각 열에 대해 선형이고,

(2) 두 열을 바꾸면 부호가 바뀐다면

f(A) = f(I)det(A)가 성립한다.

Proof. [n] = t1, 2, . . . , nu으로 두자.

f(aij) = f(
n

ÿ

i1=1

ai11ei1 ,
n

ÿ

i2=1

ai21ei2 , . . . ,
n

ÿ

in=1

ain1ein)

=
ÿ

(i1,i2,...,in)P[n]n

ai11ai22 ¨ ¨ ¨ ainnf(ei1 , ei2 , . . . , ein)

=
ÿ

σPSn

aσ(1)1aσ(2)2 ¨ ¨ ¨ aσ(n)n sign(σ)f(I)

= det(At)f(I) = f(I)det(A).

□

따름정리 7.3.6 (따름정리 3.0.4). (1) 서로 다른 두 열이 같은 벡터인

정사각행렬의행렬식은 0이다.

(2) 정사각행렬에서한열에다른열의상수배를더하더라도행렬식의값은

변화가없다.

정리 7.3.7 (행렬의 곱과 행렬식).

det(AB) = det(A) det(B).
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Proof. f(B) = f(b1, . . . , bn) = det(Ab1, Ab2, . . . , Abn) = det(AB) 로

정의하자. 그러면 정리 3.0.3의 (1), (2)가 만족하므로 f(B) = f(I)det(B) =

det(A)det(B)이 성립한다. □

예제 7.3.8.

det(A) = det


0 1 2

3 4 5

3 2 2

 = ´3

임을 확인하였다. 따라서 detG ‰ 0인 임의의 3 ˆ 3 행렬 G에 대하여

det(GAG´1) = ´3이다. 또한 det(A4) = 81이다.

숙제. 2, 3, 4

4. 부록 : 치환의 부호와 행렬식

목표. 일차독립, 가역성.

정리 7.4.1 (정리 4.2.2). n–벡터 P = ta1, . . . , anu이 1차독립일 필요충분

조건은 det(a1, . . . , an) ‰ 0이다.

Proof. A = (aij)라하자. 만일 P가 1차독립이라면이는 Rn이기저이다.

이는 Ab1 = e1, Ab2 = e2, . . . , Abn = en을 만족하는 B = (b1, . . . , bn)이 존재

함을함의하고, 따라서 AB = I인 B가존재한다. det(A)det(B) = det(I) = 1

이므로 detA ‰ 0.

역으로, 만일 P가 1차 종속이라면 이 중 어느 한 벡터는 나머지 벡터들의

일차결합으로 표현 가능하다. 일반성을 잃지 않고, a1 = c2a2 + ¨ ¨ ¨ cnan으로

쓰여졌다면

det(A) =
n

ÿ

i=2

ci det(ai, a2, . . . , ai, . . . , an) = 0.

□

예제 7.4.2. R3에서 세 점 P,Q,R이 원점을 지나는 평면 ax+ by + cz = 0

위에 있다고 하자. 그러면 A = (P,Q,R)에 대하여 (a, b, c)A = (0, 0, 0)을

만족한다. 이는 A의 열이 일차 종속임을 의미하여 det(A) = det(At) = 0을

함의한다. 따라서, tP,Q,Ru은 일차종속이다.

행렬 A가가역이라함은 AA´1 = I = A´1A인행렬 A가존재하는것이다.
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정리 4.3 (정리 4.2.4)

n차 정사각행렬 A가 가역일 필요충분조건은 det(A) ‰ 0이다.

Proof. det(A) ‰ 0이라면 A의열벡터들은일차독립이어서 Rn의기저를

이룬다. 이는 Ab1 = e1, Ab2 = e2, . . . , Abn = en을 만족하는 B = (b1, . . . , bn)

이 존재함을 함의하고, 따라서 AB = I이다. 마찬가지로 AtCt = I인 C가

존재하므로, CA = I = AB가 된다. 그러면 C = CAB = (CA)B = B이어서

B = C = A´1가 된다.

역으로, A가가역이라면, det(A)det(A´1) = det(I) = 1이어서 det(A) ‰ 0

이다. □

숙제. 1, 6, 8



CHAPTER 8

삼차원 공간과 벡터의 외적

1. 외적

외적의 정의. 삼차원 공간에 두 벡터 a = (a1, a2, a3)와 b = (b1, b2, b3)의

외적 (cross product)은 다음과 같이 정의된다 :

a ˆ b = det


i j k
a1 a2 a3

b1 b2 b3

 = (a2b3 ´ a3b2, a3b1 ´ a1b3, a1b2 ´ a2b1).

예제 8.1.1. (1)

i ˆ j = det


i j k
1 0 0

0 1 0

 = (0, 0, 1) = k.

(2)

(1, 0, 1) ˆ (0, 1, 1) = det


i j k
1 0 1

0 1 1

 = (´1,´1, 1).

외적의 크기와 방향. 두 벡터 a와 b의 사이각 θ는 a ¨ b = |a| ¨ |b| cos θ를

만족한다.

정리 8.1.2. (1) b ˆ a = ´a ˆ b가성립한다.

(2) a와 b사이의사이각을 θ라하면 |a ˆ b| = |a| ¨ |b| sin θ 이다.

즉 a ˆ b의 크기는 0,a,a + b,b가 이루는 평행사변형의 넓이이다.
65
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Proof. (1) 정의에서 자명하다.

(2) |a ¨ b|2 + |a ˆ b|2

= (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2 + (a2b3 ´ a3b2)

2 + (a3b1 ´ a1b3)
2 + (a1b2 ´ a2b1)

2

= (a21 + a22 + a23)(b
2
1 + b22 + b23) = |a|2|b|2.

한편 |a ˆ b| ě 0이므로,

|a ˆ b| =
a

|a|2|b|2 ´ (a ¨ b)2 = |a| ¨ |b| sin θ. □

예제 8.1.3. R3의 세 점 A(0, 1, 0), B(1, 0, 1), C(1, 2, 3)를 생각하자.

(1) ÝÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC를 구하시오.

(2) 삼각형 ABC의 넒이를 구하시오.

(3) 삼각형 ABC을 포함하는 방정식을 구하시오.

Proof. (1)

ÝÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC = det


i j k
1 ´1 ´1

1 1 3

 = (´2,´4, 2).

(2) 삼각형의 넓이는

S =
1

2
AB ¨ AC ¨ sin =BAC =

1

2
|
ÝÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC|

로 주어진다. 따라서 구하는 답은

S =
1

2

a

(´2)2 + (´4)2 + (2)2 =
?
6. □

(3)

(x ´ A) ¨ (
ÝÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC) = 0

에서 (x ´ j) ¨ (´2,´4, 2) = 0, 즉 ´2x ´ 4(y ´ 1) + 2z = 0을 얻는다.

정리 8.1.4. a ˆ b는 a와 b에모두수직하다.
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Proof. 라플라스 전개에 의해

a ¨ (a ˆ b) = det


a1 a2 a3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

 = 0.

b ¨ (a ˆ b) = det


b1 b2 b3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

 = 0. □

명제 8.1.5. 벡터 a,b, c와상수 t P R에대하여

(1) (a + b) ˆ c = a ˆ c + b ˆ c이다.

(2) (ta) ˆ b = t(a ˆ b)이다.

1.1. 외적의방향에대한직관적인설명. 따라서 a ˆ b 의방향은 a와 b가
결정하는 평면 Π의 법선벡터의 방향과 같다. 그렇다면 Π와 수직한 두 벡터 중

어느 것의 방향과 같을까?

먼저 i ˆ j = k이므로 i ˆ j는 오른손 법칙에 의해 결정되는 방향임을 안다.

이제

X = R3 ˆ R3zt(x,y) : x ∦ yu, S2 = ta P R3 : |a| = 1u

로 정의하고 함수 Φ: X Ñ S2를 아래와 같이 정의하자.

Φ(x,y) = x ˆ y
|x ˆ y|

.

Φ의 각 성분함수는 모두 연속이므로 Φ 역시 연속함수 임을 알 수 있다. 한편,

x,y가 모두 xy–평면에 있는 경우 Φ(x,y) P tk,´ku 이다. 특히 y는 x를 양의
방향으로 θ P (0, π) 만큼 회전시켜 얻는 벡터라면, (i, j)를 (x,y)로 xy–평면

위에서 연속적으로 변화시킬 수 있고 이러한 변화 중 Φ의 값은 연속적으로

변화하여야 한다. 그런데 그 변화 중 Φ의 값은 k와 ´k 중 하나이므로, 결국

그러한연속적인변화중에 Φ의값은 Φ(i, j) = k로유지된다. 즉 x ˆ y의방향
역시 오른손 법칙에 의해 결정된다.

마지막으로 임의의 (x,y) P X를 생각하자. 두 벡터 x,y는 서로 평행이
아니므로 0,x,y를 포함하는 평면 Π가 유일하게 존재한다. 이 Π와 xy–평면의

교선을중심축으로연속적으로회전시키는변환을 Rt라하여 (여기서 t P [0, θ])

R0 = Id, Rθ(tz = 0u) = Π라 하면 Φ(Rt(i), Rt(j))는 역시 Rt(i), Rt(j)에 대하
여 오른손법칙에 의해 주어진 방향임을 알 수 있다. 마지막으로 (R1(i), R1(j))
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를 (x,y)로 Π 위에서 연속적으로 변화시키는 변환에 대해서 Φ의 결과는 Π

와 수직한 두 방향 중 하나이고, (Φ의 연속성에 의해) 변하지 않는다. 따라서

Φ(x,y)는 x,y에 대하여 오른손법칙에 의해 주어진 방향이다.

결론적으로 3–차원 공간에 있는 두 벡터의 외적의 방향은 오른손법칙으로

주어진다.

숙제. 9, 14

2. 외적과 행렬

외적과 선형사상. 벡터 a P R3에대하여변환Ma : x ÞÑ aˆ x는 x에대한

선형사상이다. 따라서 이제 Ma에 대한 행렬을 구할 수 있다. 구체적으로

Ma =


0 ´a3 a2

a3 0 ´a1

´a2 a1 0


으로 주어진다. 이러한 행렬은 ´M t

a = Ma를 만족하는데, 이러한 행렬을

왜대칭행렬이라 부른다. (Why? symmetric matrix가 아니다)

삼중곱의 정의와 크기.

정의 8.2.1 (삼중곱). 3차원공간의세벡터 a,b, c의삼중곱 (triple product)

은 (a ˆ b) ¨ c로 정의된다.

라플라스 전개에 의해서

(a ˆ b) ¨ c = det


a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3


처럼 계산할 수 있다.

예제 8.2.2. 세 벡터 (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)의 삼중곱은

(a ˆ b) ¨ c = det


1 1 0

1 0 1

0 1 1

 = ´1 ´ 1 = ´2.
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입체 (solid)

P = tαa + βb + γc : α, β, γ P [0, 1]u

를 a,b, c에 의해 결정된 평행육면체 (parallelopiped)라고 부른다. 이제 a ˆ b
와 c 사이의 각을 0 ď ϕ ď π라고 한다면 P의 부피는

V = A ¨ h = |a ˆ b| ¨ |c| ¨ | cosϕ| = |(a ˆ b) ¨ c|

로 주어진다. 네 꼭지점 0,a,b, c으로 결정되는 사면체의 부피는 1
6A ¨ h = V

6

이다.

예제 8.2.3. 점 i, j,k, (1, 1, 1)로 결정된 사면체의 부피는

a = i ´ (1, 1, 1),b = j ´ (1, 1, 1), c = k ´ (1, 1, 1)

에 대하여

V =
1

6
|(a ˆ b) ¨ c| =

1

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

det


1 1 0

1 0 1

0 1 1


ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

=
2

6
=

1

3
.

삼중곱의 불변성.

보조정리 8.2.4. 3차 정방행렬 A와 3차원 벡터 x, y, z에 대하여 다음이

성립한다 :

(Ax ˆ Ay) ¨ Az = det(A)(x ˆ y) ¨ z.

Proof.

(Ax ˆ Ay) ¨ Az = det(Ax,Ay,Az) = det(A(x, y, z))

= det(A)det(x, y, z) (∵ 정리 7.3.7)

= det(A)(x ˆ y) ¨ z. □

정리 2.5

A가 3차 가역행렬이고 x, y P R3이면 다음이 성립한다 :

Ax ˆ Ay = det(A)(A´1)t(x ˆ y).
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Proof. 임의의 벡터 z P R3에 대하여 z1 = A´1z으로 정의하면

(Ax ˆ Ay) ¨ z = (Ax ˆ Ay) ¨ Az1 = det(A)(x ˆ y) ¨ z1 = det(A)(x ˆ y) ¨ A´1z

= det(A)zt(A´1)t(x ˆ y) = det(A)(A´1)t(x ˆ y) ¨ z.

보조정리 6.3.5에 의하여 Ax ˆ Ay = det(A)(A´1)t(x ˆ y)가 성립한다. □

예제 8.2.6. 3차원공간의세점 A,B,C에대하여사면체 OABC의부피가

70이고 det(M) = 10인 3차정방행렬이있으면 O,MA,MB,MC가결정하는

사면체의 부피는 700이다.

직교행렬 A에 대해 A´1 = At이고 det(A) = ˘1이므로 다음이 성립한다.

따름정리 8.2.7. A가 3차직교행렬이고 x, y P R3이면다음이성립한다 :

Ax ˆ Ay = ˘A(x ˆ y).

명제 8.2.8 (외적의 성질). a,b, c는 3차원벡터라하자.

(1) (a + b) ˆ c = a ˆ c + b ˆ c.

(2) (a ˆ b) ¨ c = (b ˆ c) ¨ a.

(3) a ˆ (b ˆ c) = b(a ¨ c) ´ c(a ¨ b).

Proof. (2)는 행렬식으로, (3)은 격렬한 계산으로 증명할 수 있다. □

예제 8.2.9 (탐구문제). 구면 위의 세 점 A,B,C에 대하여 a, b, c P [0, π]는

각 BC,CA,AB에 해당하는 대원호 (great arc)의 길이라 하고 =BCA P [0, π]

라 하자.

(1) (구면의 코사인 법칙) cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos =BCA가 성

립한다.

(2) 삼각부등식이 성립한다. 즉, c ď a + b이며 등호가 성립할 필요충분

조건은 =BCA = π인 것이다.
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Proof. (1) 내적과 외적의 성질 및 C ¨ C = 1을 이용하면 t = =BCA에

대하여 다음을 얻는다 :

cos a cos b+ sin a sin b cos t = (C ¨ B)(C ¨ A) + (C ˆ B) ¨ (C ˆ A)

= (C ¨ B)(C ¨ A) + ((C ˆ A) ˆ C) ¨ B

= (C ¨ B)(C ¨ A) + ((C ¨ C)A ´ (C ¨ A)C) ¨ B

= A ¨ B = cos c.

(2) 두 점 B,C와 길이 a, b를 고정하고, 각 t = =BCA를 0에서 π까지

늘려나가면 c = c(t)는 t의 함수가 된다. 코사인 법칙에 의하여,

cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos t

가 성립한다. 따라서 우리는 cos c(t)가 t P [0, π]에 대한 감소함수임일 알고,

따라서 c(t)의최대값은 c(π) = a+ b임을알수있다. 특히 c(t) = a+ b가되는

경우는 오직 t = π일 때 뿐이다. □

숙제. 6

3. 회전력

공간 상의 점 P에 작용하는 힘이 벡터 F로 주어져 있고 r =
ÝÝÑ
OP라 하면

선분 OP 를 O 중심으로 회전시키는 토크 (회전력)은 r ˆ F로 주어진다. 이

크기는 F의 OP와수직한방향성분이고, 방향은 OP 및 F를포함하는평면과
수직하다.

예제 8.3.1. P = (x, y, 0)이고 F = (a, b, 0)이면 P ˆ F = (xb ´ ya)k이다.

숙제. p.302, 3.0.1
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곡선





CHAPTER 9

곡선

1. 매개화된 곡선

목표. 매개화된곡선, 정규곡선, 내적과외적, 원운동.

1.1. 곡선의 매개화.

정의 9.1.1. 매개화된곡선이란구간에서공간으로가는연속함수를말한다.

즉 매개화된 곡선은 함수 X : [a, b] Ñ Rn처럼 정의된다. 우리는 이러

한 곡선 X(t)를 시간 t에 따른 입자의 운동으로 간주한다. 이 때 X(t) =

(x1(t), x2(t), . . . , xn(t))로 쓸 수 있고, X의 연속성은 각 성분함수의 연속성을

말한다. 그리고 t는 매개변수라 불린다.

예제 9.1.2. (1) X(t) = (cos t, sin t), t P [0, 2π]는 평면 위의 원을 매

개화한다.

(2) X(t) = (t, t3), t P [0, 1]는그래프 y = x3을매개화한다. 이는 Y (s) =

(s2, s6), s P [0, 1]와 같은 곡선이다.

예제 9.1.3 (데카르트곡선). x3 + y3 = 3xy를만족하는 (x, y)들의집합 C

는 데카르트 곡선이라 부른다. (그림 1) t ‰ ´1일 때, y = tx와 C의 원점이

아닌 교점을 구하면 (1 + t3)x3 = 3tx2에서

x =
3t

1 + t3
, y =

3t2

1 + t3

으로 매개화 할 수 있음을 알 수 있다. 여기에서

lim
tÑ´1˘0

y(t)´(´1´x(t)) = lim
tÑ´1˘0

3t2 + 3t+ t3 + 1

1 + t3
= lim

tÑ´1˘0

(t+ 1)2

t2 ´ t+ 1
= 0

을 얻고 점근선은 y = ´1 ´ x임을 알 수 있다.

1.2. 미분가능곡선. 매개화된 곡선 X(t)가 n 급이라 함은 각 성분함수가

n 급이라는 뜻이다.
75
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��������
x3 + y3 � 3x y
x + y � -1

Figure 1. 데카르트곡선 x3 + y3 = 3xy와 점근선 x+ y = ´1.

예제 9.1.4. 매개화된 곡선 X(t) = (t, |t|), t P [´1, 1]은 일급이 아니다.

한편 Y (t) = (t|t|, t2), t P [´1, 1]은 같은 상을 가지는 곡선이지만 (그림 2) t|t|

는 일급함수이므로 Y 는 일급이다.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Figure 2. C1 곡선 y = x|x|.

시간 t에 따른 입자의 운동을 나타내는 곡선 X(t) = (x(t), y(t), . . .)의 속

도벡터는

X 1(t) = lim
hÑ0

X(t+ h) ´ X(t)

h

=

(
lim
h

x(t+ h) ´ x(t)

h
, lim

h

y(t+ h) ´ y(t)

h
, . . .

)
= (x1(t), y1(t), . . .).

로 정의되며, |X 1(t)|는 시각 t에서의 속력이라고 부른다.

기하학적으로, X 1(t)는 접벡터라고도 불린다. 이 때 X(t0)를 접점으로

가지고 곡선 X에 접하는 직선의 방정식은

x = X(t0) + tX 1(t0), t P R



1. 매개화된 곡선 77

이다.

정의 9.1.5 (정규곡선). 곡선 X(t)가 정규곡선이라 함은 X(t)가 C1이고

임의의 t에 대하여 X 1(t) ‰ 0이라는 뜻이다.

예제 9.1.6. 나선 X(t) = (3 cos t, 3 sin t, t), t P [0, 4π]가주어져있다. (그림

3)

(1) X(t)는 정규곡선인가?

(2) t = π/2에서 접선의 방정식을 구하시오.

Figure 3. 나선 (3 cos t, 3 sin t, t), 0 ď t ď 4π.

예제 9.1.7. (WolframAlpha.com)

parametric plot (5cos(t),4sin(2t),t+sqrt(t)), 0<=t<=2Pi

내적과 외적. 공간상에두벡터함수 X,Y : I Ñ R3에대하여다음이성립

한다.

(X ¨ Y )1 = X 1 ¨ Y +X ¨ Y 1

(X ˆ Y )1 = X 1 ˆ Y +X ˆ Y 1.

Proof. X(t) = (x1(t), . . .), Y (t) = (y1(t), . . .)에 대하여

(X ¨ Y )1 = (
ÿ

i

xiyi)
1 =

ÿ

i

(x1
iyi + xiy

1
i) = X 1 ¨ Y +X ¨ Y 1.
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또한

(X ˆ Y )1 =


i j k

x1 x2 x3

y1 y2 y3


1

= (x2y3 ´ x3y2)
1i+ ¨ ¨ ¨

= (x1
2y3 ´ x1

3y2 + x2y
1
3 ´ x3y

1
2)i+ ¨ ¨ ¨

= X 1 ˆ Y +X ˆ Y 1.

□

예제 9.1.8. 구면 위에 있는 정규곡선 X : I Ñ S2 = tx P R3 : |x| = 1u에

대하여 각 시각 t에서 X(t)와 X 1(t)는 수직하다.

원운동. 공간 상에 xy-평면에 평행한 평면에서의 등속원운동

P (t) = (r cosωt, r sinωt, z0)

를생각하자. 이러한운동 (motion)의 각속도란 ωk를의미하고, 각속력은 ω를

뜻한다. 이러한 등속원운동의 속도는

v(t) = P 1(t) = ωk ˆ P (t)

를 만족함을 알 수 있다.

보다 일반적으로, 공간 상의 평면 Π에서 어떤 점 C를 중심으로 하면서

반지름이 r이도록 원운동하는 입자의 운동 X(t)를 기술해보자. Π 위에 서로

수직하는 두 단위벡터 u1,u2가 있다면

X(t) = C + r cos θ(t)u1 + r sin θ(t)u2

가 성립한다. 우리는 u3 = u1 ˆ u2로 정의한다. 우리는 시각 t에서 X의 각속

도는 ω(t) = θ1(t)u3로 정의하고 각속력은 ω(t) = |θ1(t)|로 정의한다. 여기서

회전축이란 C를 지나면서 Π에 수직한 직선을 의미한다.

예제 9.1.9. 원점이회전축위에놓여있고각속도가 ω(t)인공간상의원운동

X(t)의 속도는 ω(t) ˆ X(t)로 주어진다.
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Proof. u3 ∥ OC,u2 = u3 ˆ u1,´u1 = u3 ˆ u2임을 이용하면

ω(t) ˆ X(t) = θ1(t)u3 ˆ (C + r cos θ(t)u1 + r sin θ(t)u2)

= rθ1(t) cos θ(t)u2 ´ rθ1(t) sin θ(t)u1 = X 1(t). □

숙제. 3,4,5

2. 가속도 벡터

목표. 가속도벡터, 접촉평면

가속도 벡터. 두번 미분가능한 곡선 X(t)의 가속도벡터란 X2(t)를 의미

한다.

예제 9.2.1. 원운동 r(t) = (a cos t, a sin t)의 가속도 벡터는 r2(t) = ´r(t)

를 만족함을 확인하시오.

예제 9.2.2. 공간 상의 원운동 X(t)의 회전축이 원점을 지날 때, X2(t)를

각속도와 X(t)로 표시하시오.

풀이. X 1 = ω ˆ X에서

X2 = ω1 ˆ X + ω ˆ X 1 = ω1 ˆ X + ω ˆ (ω ˆ X)

접촉평면 (osculating plane). 곡선 X(t)에 대하여 t = t0에서의 접촉평

면이란 X(t0)를 지나고 X 1(t0)와 X2(t0)를 포함하는 평면을 말한다 :

Π : (x ´ X(t0)) ¨ (X 1(t0) ˆ X2(t0)) = 0.

예제 9.2.3. 곡선 X = (t, t2, t3)의 t = 1에서의 접촉평면을 구하시오.

풀이. X(1) = (1, 1, 1), X 1(1) = (1, 2, 3), X2(1) = (0, 2, 6)이므로 X 1(1) ˆ

X2(1) = (6,´6, 2)이고 접촉평면의 방정식은 다음과 같다.

Π(1) : (x ´ (1, 1, 1)) ¨ (3,´3, 1) = 0.

숙제. 5

3. 재매개화

목표. 일급재매개화, 불변량, 역향곡선
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재매개화. 나선을 따르는 입자의 운동 X(t) = (cos t, sin t, 3t), t P [0, 4]

를 생각하자. 같은 궤적을 4배 빠르게 움직이는 운동 Y (s) = X(4s) =

(cos 4s, sin 4s, 12s), s P [0, 1]로 주어진다. 또한 운동 Z(u) = X(u2), u P [0, 2]

는 같은 궤적을 점점 더 빠르게 움직이는 운동이다.

정의 9.3.1. 구간 I, J Ď R, 곡선 X : I Ñ Rn, 일급가역함수 g : J Ñ I에

대하여 곡선

X̄(t) = X ˝ g(t), t P J

를 X의 일급재매개화라고 부른다.

I

g

��

X // Rn

J
X̄

77pppppppppppppp

예제 9.3.2. 평면위에서단위원을한바퀴도는운동X(t) = (cos t, sin t), t P

(´π, π)를 무한한 시간 동안의 운동으로 재매개화 하여 보자. 새로운 매개변수

s를 생각하고, s = tan t
2로 치환하면 s P (´8,8)가 성립한다.

X(t) =

(cos2 t
2 ´ sin2 t

2

cos2 t
2 + sin2 t

2

,
2 cos t

2 sin t
2

cos2 t
2 + sin2 t

2

)
=

(
1 ´ s2

1 + s2
,

2s

1 + s2

)
=: Y (s).

즉, Y (s) = X(2 arctan s)가 구하는 곡선이다.

불변량. 주어진 곡선에 대하여 곡선의 접선, 접촉평면, 곡률, 길이, 질량중

심, 접촉원 등은 곡선이 가지는 기하학적인 성질 혹은 양이다. 다만 “기하학적

인” 양이란 직관적인 개념이고 수학적으로 정의된 것은 아니다. 재매개화는

같은 곡선 위를 단지 다른 방법으로 움직이는 방법이므로, 이러한 기하학적인

양은재개화에의해변하지않을것임을예상할수있다. 우리는이러한직관을

수학적으로 증명하고자 한다.

정리 3.3 (연쇄법칙의 한 경우, 정리 3.1.1)

구간 I, J Ď R과 미분가능한 함수 g : J Ñ I,X : I Ñ Rn에 대하여

(X ˝ g)1(s) = X 1(g(s)) ¨ g1(s), s P J

가 성립한다.
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Proof. X(t) = (x(t), y(t), . . .)로 두면

(X ˝ g)1(s) = (x(g(s)), y(g(s)), . . .)1 = (x1(g(s))g1(s), y1(g(s))g1(s), . . .)

= g1(s)X 1(g(s)). □

따라서 곡선의 속도는 재매개화에 의해 변할 수 있다.

예제 9.3.4 (접선과 접촉평면). 일급재매개화에 의해 곡선 X(t) 의 접선은

변하지 않는다. 곡선 C : X(t), t P I와 그 위의 한 점 P = X(t0)이 주어져

있다. 곡선 C의 P에서의 접선은

L : x = P + tX 1(t0)

으로 주어진다. 한편 일급전단사함수 g : J Ñ I에 대하여 t0 = g(s0)으로

두었을 때 곡선 C̄ : X̄(s) = X(g(s))의 P = X(t0) = X̄(s0)에서의 접선의

방정식은

L̄ : x = P + tX̄ 1(s0) = P + tX 1(g(s0))g
1(s0) = P + tX 1(t0)g

1(s0)

이므로 L과 L̄은 같은 직선임을 알 수 있다. 또한

X̄2(s) = (X ˝ g)2(s) = X2(g(s)) ¨ g1(s)2 +X 1(g(s))g2(s)

가 성립하므로 tX 1(t0), X
2(t0)u와 tX̄ 1(s0), X̄

2(s0)u는 같은 평면을 생성한다.

따라서 C와 C̄의 P에서의 접촉평면은 일치한다.

역향곡선. 곡선 C가 X : [a, b] Ñ Rn으로주어져있을때에곡선 X´(s) =

X(a + b ´ s), s P [a, b]는 X´(a) = X(b), X´(b) = X(a)를 만족하면서 C를

X와 반대방향으로 움직이는 운동을 준다. 이 때 X´(s)를 X(t)의 역향곡선

이라고 부른다.

예제 9.3.5. 그래프 y = x+ 3 sinx, x P [0, 2π]의 매개화는

X(t) = (t, t+ 3 sin t), t P [0, 2π]

으로 주어진다. 이 곡선의 역향곡선은 다음과 같다 (그림 4):

X´(s) = (2π ´ s, 2π ´ s ´ 3 sin s), s P [0, 1].
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1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

(t, t+ 3 sin t)

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

(2π ´ s, 2π ´ s ´ 3 sin s)

Figure 4. 곡선과 그 역향곡선

보다 일반적으로 일급전단사함수 g : J Ñ I로 주어진 재매개화 X̄(s) =

X ˝g(s)를생각하자. 만일 g1(s) ă 0,@s이면 X̄는X의동향재매개화로부르고,

만일 g1(s) ą 0,@s이면 X̄는 X의 역향재매개화로 부른다.

예제 9.3.6. 나선 X(t) = (cos t, sin t, 3t), t P (0, 2π]를생각하자. 이나선의

xy 평면으로의 정사영은 양의 방향 (즉 위에서 볼 때 시계반대방향)으로 한

바퀴 회전하는 원운동이다. 이제

X̄(s) = X(1/s) = (cos 1/s, sin 1/s, 3/s), s P (
1

2π
,8)

는 X의 역향재매개화로서 xy 평면으로의 정사영은 음의 방향으로 한 바퀴

회전한다.

숙제. 2

4. 곡선의 길이

목표. 길이, 사이클로이드, 현수선, 극좌표로주어진곡선의길이

정의 9.4.1 (일급곡선의 길이). 일급곡선 X : [a, b] Ñ Rn의 길이는 속력의

적분이다.

즉, 곡선 X(t), a ď t ď b의 길이는 다음과 같다 :

ℓ(X) =

ż b

a
|X 1(t)|dt

직관적인 설명. 교과서에서는 곡선의 길이를 다음과 같이 정의하고 있다.

(일급일 필요는 없는) 곡선 X(t), t P [a, b]가 있다고 하자. 구간 [a, b]의 분할

이란 어떤 k에 대하여 a = t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tk´1 ă tk = b를 만족하는 수들의
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집합 P = tt0, t1, . . . , tku을 의미한다. 이러한 분할 P에 대하여

S(P,X) =
k´1
ÿ

i=0

|X(ti+1) ´ X(ti)|

로 정의한다. 구간 [a, b]의 모든 분할들의 집합을 P[a, b]라 하자. 만일 P,Q P

P[a, b]이고 P Ď Q이면 삼각부등식을 여러번 적용하여 S(P,X) ď S(Q,X)

임을 알 수 있다. 우리는 곡선 X의 길이를

ℓ0(X) = sup
PPP[a,b]

S(P,X)

로 정의한다.

이제 X(t) = (x(t), y(t), . . .)가 일급곡선이라 가정해 보자. 충분히 작은 h

에 대하여,

ˇ

ˇ|X(t+ h) ´ X(t)| ´ |X 1(t)h|
ˇ

ˇ ď |X(t+ h) ´ X(t) ´ X 1(t)h|

= |(x(t+ h) ´ x(t) ´ x1(t)h, y(t+ h) ´ y(t) ´ y1(t)h, . . .)|

= |(o(h), o(h), . . .)| = o(h).

따라서 t P [a, b]에서 곡선의 길이 ℓ0(X)는

lim
NÑ8

N
ÿ

i=1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X 1

(
a+

b ´ a

N
i

)ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b ´ a

N
=

ż b

a
|X 1(t)|dt = ℓ(X).

참고. (1) 위의 설명이 ℓ0 = ℓ의 증명이 아닌 이유는, 임의의 분할을

생각하지않고, 그갯수가무한대로증가하는등분분할만을생각하였

기 때문이다.

(2) 곡선의 길이는 제곱근의 적분이 등장하기 때문에 잘 알려진 정적분

공식으로 바뀌지 않는 경우가 많다.

4.1. 나선의 길이. 나선 X(t) = (a cos t, a sin t, bt), 0 ď t ď T의 길이를

구하여 보자. (그림 3) 속력은 |X 1(t)| = |(´a sin t, a cos t, b)| =
?
a2 + b2로

주어지므로 구하는 길이는
şT
0

?
a2 + b2dt =

?
a2 + b2T이다.

4.2. 사이클로이드. 반지름의 길이가 a인 바퀴가 평면위에서 미끄러짐

없이각속도 1의회전을하여굴러간다고하자. t = 0에서바닥과접하는바퀴

위의 점 P가 바퀴의 회전에 따라 움직이는 자취를 사이클로이드라고 부른다.

미끄러짐이없다는가정에서, 바퀴의중심의자취는 C(t) = (at, a)로주어지고,
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따라서 P의 시각 t에서의 위치는

X(t) = (at ´ a sin t, a ´ a cos t)

이다. (그림 5) (위키피디아링크)이제사이클로이드의한주기 [0, 2π]의길이를

구하여 보자. X 1(t) = (a ´ a cos t, a sin t)에서 속력은

|X 1(t)| = 2a

c

1 ´ cos t
2

= 2a sin t

2

이고 따라서 구하는 길이는
ż 2π

0
2a sin t

2
dt =

[
´4a cos t

2

]2π
0

= 8a.

at

at

(at, a)

t

y = 2 ´ d

y = 2

Figure 5. 사이클로이드.

예제 9.4.2. 사이클로이드

X(t) = (t ´ sin t, 1 ´ cos t), t P [0, 2π]

의 일부로서, y = 2 ´ d 위에 존재하는 부분의 길이를 구하여 보자. (단

0 ď d ď 2). 먼저 1 ´ cos s = 2 ´ d를 풀어서 s = arccos(d ´ 1) P [0, π]인 s

를 잡고, s1 = 2π ´ s로 두면 X(s), X(s1)이 X와 y = 2 ´ d의 두 교점이 된다.

또한

cos(s/2) = ´ cos(s1/2) =

c

1 + cos s
2

=

c

d

2

이다. 이제 |X 1(t)| = 2 sin(t/2)에서 구하는 길이는
ż s1

s
2 sin t

2
dt =

[
´4 cos t

2

]s1

s

= 4

(
cos s

2
´ cos s

1

2

)
= 8

c

d

2
= 4

?
2d.

4.3. 그래프의길이. 그래프 y = f(x), x P [a, b]는곡선X(t) = (t, f(t)), t P

[a, b]로 생각할 수 있다. 따라서 그 길이는
şb
a

a

1 + f 1(t)2dt로 주어진다.

http://en.wikipedia.org/wiki/Cycloid
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예제 9.4.3. 부록에서 우리는 양끝점이 같은 높이로 고정된 현수선의 방정

식이 y = 1
a cosh ax로 주어짐을 보일 것이다. (그림 6) 이제 편의상 a = 1로

두고, 현수선 y = coshx, x P [0, b]의 길이 ℓ을 구하면, y1 = sinhx에서 다음을

얻는다.

ℓ =

ż b

0

a

1 + sinh2 xdx =

ż b

0
coshxdx = sinh b.

Figure 6. 현수선.

4.4. 극좌표로 주어진 곡선의 길이. 극좌표로 주어진 곡선 r = f(θ), α ď

θ ď β는 매개곡선 X(t) = (f(t) cos t, f(t) sin t), t P [α, β]로 간주할 수 있고,

따라서 그 길이는

ℓ =

ż β

α
|X 1(t)|dt =

ż β

α
|(f 1 cos t ´ f sin t, f 1 sin t+ f cos t)|dt

=

ż β

α

a

f2 + f 12dt

으로 주어진다.

예제 9.4.4. 심장형 곡선 r = 1 ´ cos θ, (0 ď θ ď 2π)의 길이는

ℓ =

ż 2π

0

b

(1 ´ cos t)2 + sin2 tdt =

ż 2π

0

?
2 ´ 2 cos tdt

=

ż 2π

0
2 sin t

2
dt =

[
´4 cos t

2

]2π
0

= 8.

4.5. 구면 측지선. 우리는 예제 8.2.9에서 구면 위의 두 점 P,Q를 잇는

대원호의 길이 t는 cos t = P ¨ Q를 만족함을 보았다. 이러한 대원을 우리는

구면측지선라고도 부른다.
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우리는 구면 위의 두 점 P,Q를 잇는 구면 위의 곡선 X(t)가 미분가능한

함수 ϕ(t), θ(t)에 대하여

X(t) = (sinϕ(t) cos θ(t), sinϕ(t) sin θ(t), cosϕ(t)), t P [0, 1]

주어지는경우, 곡선 X 길이의최소값은바로이곡선이 P와 Q를잇는대원호

두 개 중에서 더 길지 않은 것일 때 얻어짐을 증명한다. 편의상 P = X(0)와

Q = X(1)이같은경도를가진다고가정할수있다. 즉 θ(0) = θ(1), ϕ(0) ă ϕ(1)

을 가정하고, X의 길이가 ϕ(1) ´ ϕ(0)보다 크거나 같음을 보이고자 한다.

먼저 X의 속도는

X 1 = (ϕ1 cosϕ cos θ ´ θ1 sinϕ sin θ, ϕ1 cosϕ sin θ + θ1 sinϕ cos θ,´ϕ1 sinϕ)

로 주어지므로

|X 1|2 = ϕ12 + θ12 sin2 ϕ ě ϕ12

이고 따라서 X의 길이 ℓ은

ℓ =

ż 1

0
|X 1(t)|dt ě

ż 1

0
|ϕ1|dt ě

ż 1

0
ϕ1dt = ϕ(1) ´ ϕ(0).

등호는 θ1가 항상 0일 때 성립하므로, 이는 θ가 상수, 즉 X가 경도선임을

의미한다.

편의상, 구면 위의 두 점 A,B를 잇는 두 개의 대원호 중에서 더 길지

않은 것의 길이를 Arc(A,B)로 표시하도록 하자. 그러면 예제 8.2.9에 의해

Arc(A,B)+Arc(B,C) ě Arc(A,C)가성립하며, 등호는 A,B,C가같은대원

위에 있을 때 성립한다. 이를 이용하면 다음과 같이 더 강력한 사실을 증명할

수 있다.

문제 4.1 (탐구문제). 예제 8.2.9를 이용하여 일급이 아닐 수도 있는 구면

곡선을 허용하여도 구면 위의 임의의 두 점을 잇는 최단 길이의 곡선은 반드시

측지선임을 증명하라.

Proof. 임의의 양수 ϵ ą 0을 고정하자. 구면 위의 두 점 Q,R에 대하여

그 직선거리 QR은 QR = 2 sin(Arc(Q,R)/2)로 주어지므로

QR

Arc(Q,R)
=

sin(Arc(Q,R)/2)

Arc(Q,R)/2
.
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따라서 어떤 δ ą 0가 존재하여 만일 구면 위의 두 점 Q,R이 QR ă δ을

만족하면

1 ´ ϵ ă
QR

Arc(Q,R)
ă 1 + ϵ

을 만족하도록 할 수 있다.

이제 구면 위 임의의 두 점 A = X(0), B = X(1)을 잇는 (일급일 필요는

없는 연속한) 곡선 X(t), t P [0, 1]을 생각하자. 상한 (supremum)의 정의에

의해 ℓ(X) ´ ϵ ă S(P,X)를 만족하는 [0, 1]의 분할 P 가 존재하고, 이러한

P = tx0 = 0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xk = 1u를 필요하다면 더욱 잘게 쪼개서 우리는

X(xi)와 X(xi+1) 사이의 직선 거리가 δ 보다 작게 할 수 있다. 그러면

S(P,X) =
k´1
ÿ

i=0

|X(xi+1) ´ X(xi)| ą (1 ´ ϵ)
k´1
ÿ

i=0

Arc(X(xi), X(xi+1))

ě (1 ´ ϵ)Arc(A,B)

를 얻는다. 여기서 가장 아래줄의 부등식은 예제 8.2.9을 k 번 적용하여 얻은

것이다. ℓ(X) ě (1 ´ ϵ)Arc(A,B) + ϵ이 임의의 ϵ ą 0에 대해 성립하므로

ℓ(X) ě Arc(A,B)를 얻는다. 그리고 등호는 X의 모든 점들이 A와 B를 잇는

대원 상에 있을 때 성립하므로 X가 바로 원하는 대원호임을 알 수 있다. □

숙제. 3, 7

5. 극좌표계와 영역의 넓이

우리는 이미 4장 2절에서 극좌표로 주어진 영역

0 ď r ď f(θ), θ P [α, β]

의 넓이를 공식

A =

ż β

α

ż f(θ)

r=0
rdrdθ =

ż β

α

1

2
f(θ)2dθ

을 이용하여 구하는 예제를 풀어보았다. 이 공식은 직관적으로 충분히 작은

h = (β ´ α)/N에 대하여 영역

A(θ, h) = t(r cos t, r sin t) : t P [θ, θ + h], r P [0, f(t)]u
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의넓이를부채꼴의넓이 1
2f(θ)

2h로근사한후에이를 θ = α, α+h, α+2h, α+

3h, α+ . . . , (N ´ 1)h에 대하여 더함으로써

N´1
ÿ

i=0

1

2
f

(
α+ i

β ´ α

N

)
β ´ α

N
Ñ

ż β

α

1

2
f(θ)2dθ

로 얻어진다고 이해할 수 있다. 엄밀한 증명은 후에 이중적분의 변수 변환

공식을 증명함으로써 얻을 것이다.

숙제. 2, 4

6. 호의 길이와 재매개화

곡선 X(t), t P [a, b]가 호의 길이로 매개화되었다함은 |X 1(t)| = 1임을

의미한다. 이는 s ă t에 대하여 X(s)에서 X(t)까지의 호의 길이가 t ´ s임을

의미한다. 즉 매개변수의 차이가 바로 호의 길이라는 것이다.

정리 9.6.1 (정리 6.0.1). 정규곡선의호의길이로매개화할수있다.

Proof. 정규곡선 X : [a, b] Ñ Rn이 주어져 있다고 하고, L을 곡선 X의

(전체) 길이라고 하자. 함수 s : [a, b] Ñ [0, L]을

f(t) =

ż t

a
|X 1(u)|du

와 같이 정의하면 f(t)는 곡선 X에서 X(a)에서 X(t)까지 부분의 길이이고,

f 1(t) = |X 1(t)| ą 0가 된다. f는 강증가함수이므로 전단사함수이고 그 역함수

g : [0, L] Ñ [a, b]가 존재하여 g1(s) = 1
f 1(g(s)) ą 0이다. 이제 X의 재매개화

Y = X ˝ g : [0, L] Ñ Rn에 대하여

|Y 1(s)| = |X 1(g(s))| ¨ g1(s) =
|X 1(g(s))|

f 1(g(s))
= 1

이 성립한다. 따라서 Y 는 X를 호의 길이로 재매개화한 곡선이다. □

이절에서는정리보다예제를많이풀어보는것이훨씬더중요하다. 실제로

예제를 푸는 것이 위의 정리를 주어진 곡선에 대해 증명하는 것과 같다.

예제 9.6.2. 나선 X(t) = (a cos t, a sin t, bt), t P [0, 2π]를 호의 길이로 재매

개화하라.

풀이. |X 1(t)| =
?
a2 + b2임을 구하였으므로 호의 길이를 나타내는 함

수 s = f(t) =
şt
0 |X 1| =

?
a2 + b2t이다. 이제 s =

?
a2 + b2t로 두면 t =
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s/
?
a2 + b2이므로 f의 역함수는 t = g(s) = s/

?
a2 + b2로 주어지고 따라서

구하는 재매개화는

Y (s) = X(g(s)) = (a cos s
?
a2 + b2

, a sin s
?
a2 + b2

, b
s

?
a2 + b2

),

s P [0, 2π
a

a2 + b2].

우리는 |Y 1(s)| = 1을 쉽게 검산할 수 있다.

보다일반적으로속력이 v로일정한등속운동 X(t), t P [a, b]을호의길이로

재매개화하면

Y (s) = X
(s
v

)
, s P [va, vb]

이다.

예제 9.6.3. 로그와선 r = eθ를 호의 길이로 재매개화하라.

Proof. 로그와선을 t P (´8,8)에 대하여 X(t) = et(cos t, sin t)로 매개

화하면 X 1(t) = et(cos t ´ sin t, sin t+ cos t) 이다.

s = s(t) =

ż t

´8

|X 1(u)| du =

ż t

´8

?
2eudu =

?
2et,

t = t(s) = log s
?
2
.

따라서 구하는 재매개화는 s P (0,8)에 대하여

Y (s) = X(t(s)) =
s

?
2

(
cos log

(
s

?
2

)
, sin log

(
s

?
2

))
.

□

숙제. 1, 2

7. 선적분

목표. 중심, 질량중심, 재매개화

총질량과 선적분.

질문 9.7.1. 공간 상에 선밀도가 2인 곡선 X(t), t P [a, b]가 주어져 있을 때,

이곡선의총질량은?
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구하는 총질량은

M =

ż b

a
2|X 1(t)|dt = 2ℓ(X)

로 주어진다. 보다 일반적으로 매개화된 곡선 X : [a, b] Ñ Rn의 각 점 X(t)

에서 선밀도가 ρ(t)일 때 곡선 X의 총질량은

M =

ż b

a
ρ(t)|X 1(t)|dt

이다. 이러한 적분은 워낙 자주 등장하기 때문에 간략하게

M =

ż

X
ρ ds

로 쓰고, 함수 ρ의 곡선 X에서의 선적분이라고 부른다. 특히 X의 길이는
ş

X 1ds이다.

예제 9.7.2. 나선 X(t) = (cos t, sin t, 2t), t P [0, 2π]의 각 점 X(t)에서의

선밀도가 t2으로 주어졌다면 총질량은

M =

ż 2π

0
t2|X 1|dt =

ż 2π

0
t2|X 1|dt =

?
5

ż 2π

0
t2dt =

8
?
5π3

3
.

길이가 ℓ인 곡선 X 위에 정의된 함수 f의 평균값은

f̄ =
1

ℓ

ż

X
fds =

ş

X fds
ş

X 1ds

로 정의된다.

예제 9.7.3. 평면의 온도 분포가 각 점 (x, y)에서 T (x, y) = x + y로 주어

졌을 때 그래프 y = x, 0 ď x ď 2의 평균온도를 구하여라.

풀이. 곡선 X(t) = (t, t), t P [0, 2]를 생각하면 |X 1| =
?
2이고, 길이는

ℓ = 2
?
2이다. 평균온도는

T̄ =
1

2
?
2

ż

X
T ds =

1

2
?
2

ż 2

0
T (X(t))|X 1(t)|dt =

1

2
?
2

ż 2

0
(t+ t)

?
2dt = 2.

예제 9.7.4 (미적분학 및 연습 1 기말고사, 2012-06-09). 곡선

X : x2/3 ´ y2/3 = 1, 1 ď x ď 8, 0 ď y ď 3
?
3

의 밀도함수가 f(x, y) =
a

x2/3 + y2/3일 때 곡선 X의 질량을 구하시오.
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풀이. cosh s = 2인 양수 s와 치환 x = cosh3 t, y = sinh3 t에 대하여, 주어

진 곡선은

X : (cosh3 t, sinh3 t), t P [0, s]

으로 주어진다. 따라서 X 1(t) = 3 cosh t sinh t(cosh t, sinh t) 이고
ż

X
f ds =

ż s

0
f(cosh3 t, sinh3 t)|X 1(t)|dt

=

ż s

0
3 cosh t sinh t

a

cosh2 t+ sinh2 t
a

cosh2 t+ sinh2 tdt

=
3

2

ż s

0
sinh(2t) cosh(2t)dt = 3

4

ż s

0
sinh(4t)dt = 3

16
(cosh(4s) ´ 1)dt

=
3

16
(2 cosh(2s) ´ 2)dt =

3

16
(4 cosh(s) ´ 4)dt =

3

4
.

7.1. 곡선의 중심. 공간 상의 항등함수 Id : Rn Ñ Rn, Id(x) = x을 생각하

자. 길이가 ℓ인 곡선 X의 기하학적 중심(centroid)은 다음과 같이 주어진다.

xC =
1

ℓ

ż

X
Id ds.

이 등식을 풀어서 쓰면 중심 xC = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)의 각 좌표는

x̄i =
1

ℓ

ż

X
xids =

1
ş

X xids

ż

X
1ds

로 쓰여진다. 즉, 곡선의 중심의 i 번째 좌표는 곡선의 i 번째 좌표들의 평균값

이다. 이항하면
ż

X
(xi ´ x̄i)ds = 0

을 얻는다.

예제 9.7.5. 나선

X(t) = (a cos t, a sin t, bt) (0 ď t ď 2π)

의 중심을 구하여 보자. 먼저 c =
?
a2 + b2 = |X 1(t)|로 두면

ş

X 1ds = 2πc

이다.

2πcx̄ =

ż

X
xds =

ż 2π

0
a cos tcdt = 0,

1

2πc
ȳ = 0

을 얻고

2πcz̄ =

ż

Xzds =

ż 2π

0
btcdt = bc

4π2

2
= 2π2bc

이므로 z̄ = bπ를 얻는다.
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참고 (파푸스의중심정리). 곡선 C를회전시켜서얻은곡면의넓이는곡선

C의 길이에 곡선 C의 무게중심이 이동한 거리를 곱한 것과 같다.

(1) 예를 들어, 반지름이 a인 반원의 중심이 지름으로부터 d 만큼 떨어져

있다고 하자. (d ă a) 이 반원의 지름을 따라 한 바퀴 회전시키면

중심의 이동거리는 2πd이다. 따라서

4πa2 = 2πd ¨ πa

에서 d = 2a
π 를 얻는다. 이는 더 높은 차원에서도 성립한다.

(2) 또한, 반지름 a인 원을 그 중심에서 d 만큼 떨어진 회전축을 중심으

로 회전시켜 torus가 얻어졌다면 (d ą a) 그러한 torus의 표면적은

2πd ¨ 2πa = 4π2ad가 된다.

7.2. 곡선의 질량중심. 이제 곡선 X(t)의 한 점 P 에서의 선밀도함수가

µ(P )로 주어진다면 곡선 X의 질량은

M =

ż

X
µds

이고 질량중심은

xCM =
1

M

ż

X
Id(x)µds =

ş

X Idµds
ş

X µds
.

이 식을 풀어쓰면 xCM = (x̄1, x̄2, . . . , x̄n)의 각 좌표는

x̄i =
1

M

ż

X
xiµds

로 쓰여진다. 즉, 곡선의 중심의 i 번째 좌표는 곡선의 i 번째 좌표들의 가중평

균값이다.

예제 9.7.6. 반지름 1인 반원 x2 + y2 = 4, y ě 0의 선밀도가 y로 주어졌을

때 질량중심을 구하여라.

풀이. 매개화 X(t) = (2 cos t, 2 sin t), t P [0, π]를생각하면속력은 |X 1| = 2

이다. 총질량은

M =

ż

X
y ds =

ż π

0
2 sin t|X 1|dt = 4

ż π

0
sin t dt = 8
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이다. 이제 질량중심이 (x̄, ȳ)라 하면

Mx̄ =

ż

X
xµ ds =

ż

X
xy ds =

ż π

0
4 cos t sin t ¨ 2dt = 4

ż π

0
sin 2t dt = 0

인데, 이는 대칭성에서부터도 자명하다. 또한

Mȳ =

ż

X
yµ ds =

ż

X
y2 ds =

ż π

0
4 sin2 t ¨ 2dt = 4

ż π

0
(1 ´ cos 2t)dt = 4π

이므로 ȳ = π/2를 얻는다. 따라서 질량중심은 (0, π/2)이다.

7.3. 선적분과 매개화.

정리 7.7 (정리 7.3.1)

선적분은 재매개화에 대하여 변하지 않는다.

Proof. 곡선 X : [a, b] Ñ Rn과 강증가 전단사함수 g : [c, d] Ñ [a, b]가

주어져있다고하고재매개화 Y = X ˝g를생각하자. 곡선 X 위에정의된함수

f : X([a, b]) Ñ Rn에 대하여

ż

Y
f ds =

ż d

c
f(Y (s))|Y 1(s)|ds =

ż d

c
f(X(g(s)))|X 1(g(s))|g1(s)ds

=

ż b

a
f(X(t))|X 1(t)|dt =

ż

X
f ds

를 얻는다. 여기서 마지막 줄에서는 치환적분 t = g(s)를 이용하였다. g가

강감소일 때도 증명은 거의 동일하다. □

따라서 곡선의 질량중심이나 곡선 위에서 정의된 함수의 평균 등은 재매개

화에 대하여 변하지 않는다.

숙제. 1, 4

8. 곡선과 곡률

목표. 곡률, 접촉원

매개곡선 X(t)의 단위접벡터, 혹은 접방향은

t =
X 1(t)

|X 1(t)|
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를 의미한다. 호의 길이는 s(t) =
şt
a |X 1(u)|du로 주어짐을 상기하자. 따라서

그 역함수 t = t(s)에 대하여

ds

dt
= |X 1|,

dt

ds
=

1

|X 1|

이다. 접방향의 호의길이에따른 변화율

κ =
dt
ds

=
dt
dt

¨
dt

ds
=

1

|X 1|

(
X 1

|X 1|

)1

을 X(t)의 곡률(curvature) 벡터라고 부른다. 그리고 곡률벡터의 크기

κ = |κ|

를 곡률이라고 부른다. 또한 1/κ를 곡률반경으로 정의한다.

이는 곡선 X(t)를 호의 길이로 재매개화하여 곡선 Y (s)를 얻은 후 (즉

여기서 Y 는 단위속력곡선이다)

t = Y 1, κ = Y 2, κ = |Y 2|

로 정의한 것과 같다. 따라서 곡률은 재매개화에 대하여 (호의 길이로 재매

개화한 매개곡선은 결국 같으므로) 변하지 않는다. 곡률은 곡선의 휜 정도를

나타낸다.

직선의 곡률. 호의 길이로 매개화된 직선은 P P Rn과 |v| = 1인 벡터 v에

대하여

L : Y (s) = P + sv, s P R

로 주어진다. 이 때 Y 2(s) = 0이므로 κ = 0이고 곡률반경은 무한대이다.

원의 곡률. 중심이 C이고 반지름이 r인 원운동은 서로 수직인 적절한 단

위벡터 v, w에 대하여

X(t) = C + r cos tv + r sin tw

로 주어진다. 이 때 X 1(t) = ´r sin tv + r cos tw이므로 |X 1| = r이다. 따라서

호의 길이 s = rt에서 X를 호의 길이로 재매개화한 곡선은

Y (s) = C + r cos s
r
v + r sin s

r
w
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임을 알 수 있다. 이제

Y 2 = ´
1

r
cos s

r
v ´

1

r
sin s

r
w =

C ´ Y

r2
.

예제 9.8.1. 곡선 X(t) = (1, 2 + 3 cos t ´ 3
?
3 sin t, 3 + 3

?
3 cos t+ 3 sin t)

을 곡률을 구하여 보자.

X(t) = (1, 2, 3) + 6 cos t(0, 1
2
,

?
3

2
) + 6 sin t(0,´

?
3

2
,
1

2
)

이므로 X는 중심이 (1, 2, 3)이고 반지름이 6인 원이다. 따라서 곡률은 1/6

이다.

8.1. 접촉원. 곡선 X(t)의 t = 0에서의 접선 L(t) = X(0) +X 1(0)t 은

lim
tÑ0

|X(t) ´ L(t)|

t
= lim

tÑ0

|X(t) ´ X(0) ´ X 1(0)t|

t
= 0

을 만족하도록 잡은 직선이다. 즉 X(t) = L(t) + o(t)가 성립한다.

정의 9.8.2. 주어진 곡선 X : [a, b] Ñ Rn 위의 한 점 X(t0)에서의 접촉원

(osculating circle)이란

X(t) = C(t) + o((t ´ t0)
2)

이 성립하는 원 C(t)를 말한다.

즉 C(t)는 L(t)보다 더 좋은 근사인 것이다.

정리 8.3

호의 길이로 매개화된 삼급곡선 X(s) 위의 한 점 X(0)에서의 접촉원은

κ = κ(0), κ = κ(0), t = t(0)

에 대하여 다음과 같이 주어진다.

C(s) = X(0) +
κ

κ2
+ cos(κs)

(
´

κ

κ2

)
+ sin(κs)

(
t
κ

)
.

보조정리 9.8.4 (다변수테일러전개의특수한경우). X : I = (´a, a) Ñ Rn

이 삼급곡선이라면 매개곡선 Y : I Ñ Rn이 존재하여 Y (0) = 0이고 임의의
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h P I에대하여다음이성립한다 :

X(h) = X(0) + hX 1(0) +
h2

2
X2(0) + h2Y (h).

Proof. X(t) = (x(t), y(t), . . .)의 각 성분에 테일러 정리를 적용하면

x(h) = x(0) + hx1(0) +
h2

2
x2(0) + o(h2)

y(h) = y(0) + hy1(0) +
h2

2
y2(0) + o(h2)

¨ ¨ ¨

을 얻는다. 이제 곡선 Y 를 Y (0) = 0과 h ‰ 0일 때

Y (h) =
X(h) ´

(
X(0) + hX 1(0) + h2

2 X2(0)
)

h2

로 정의하자. 그러면 h ‰ 0일 때 Y 가 연속임은 자명하고, limhÑ0 Y (h) = 0 =

Y (0)이다. □

정리 9.8.3의 증명. 일반성을 잃지 않고 X(0) = 0임을 가정하자. 먼저,

X = X(s)가 호의 길이로 매개화된 경우를 생각한다. 서로 수직한 어떤 단위

벡터 u, v와 r, ω ą 0이 존재하여 X(0) = 0에서의 접촉원이

C(s) = C0 + r cos(ωs)u+ r sin(ωs)v

로주어졌다고가정할수있다. 이때 C(0) = 0에서 C0 = ´ru를얻는다. 이제

보조정리 9.8.4에 의해 어떤 매개곡선 Y 가 존재하여 Y (0) = 0이고 다음이
성립한다.

X(s) = sX 1(0) +
s2

2
X2(0) + s2Y (s).

또한

C(s) = ´r
ω2s2

2
u+ rωsv + o(s2)u+ o(s3)v

이 성립하므로 적절한 매개곡선 Z : I Ñ Rn이 존재하여 Z(0) = 0이고

X(s) ´ C(s)

s2
= s(X 1(0) ´ rωv) +

s2

2
(X2(0) + rω2u) + s2Z(s)

따라서 접촉원의 정의와 로피탈의 정리를 사용하여 다음을 얻는다.

X 1(0) = rωv,X2(0) = ´rω2u.
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|u| = |v| = 1 = |X 1|, κ = |X2|에서 ω = 1/r = κ를 알 수 있고 따라서

v = X 1(0), u = ´
X2(0)

κ
= ´

κ

κ

이고 원하는 식은 다음을 얻는다 :

C(s) =
κ

κ2
´

cos(κs)κ
κ2

+
sin(κs)t

κ
.

□

문제 8.1. 평면위의두곡선X,Y 가각 t에대하여X(t) ‰ Y (t)와 |X 1(t)| ď

M, |Y 1(t)| ď M을 만족할 때

Z(t) =
X(t) ´ Y (t)

|X(t) ´ Y (t)|

로 정의된 곡선의 속력은

|Z 1(t)| ď
2M

|X(t) ´ Y (t)|

을 만족함을 증명하라.

숙제. 1,3, 12

9. 부록 : 현수선, 가까운 곡선, 등시곡선

9.1. 현수선. 질량이 균일한 선의 양끝을 적절한 너비와 같은 높이로 고정
하였을 때 중력에 의하여 생긴 선의 모양을 현수선이라 부른다. (그림 6)

보조정리 9.9.1.
ż

dx
?
1 + x2

= arcsinhx+ C.

Proof.

y = arcsinhx, x = sinh y

로 두면 1 = (cosh y)y1에서

y1 =
1

cosh y
=

1
a

1 + sinh2 y
=

1
?
1 + x2

.

□

현수선의 방정식 y = f(x)가 주어졌다고 하자. (그림 7) 가장 낮은 점을

f(0)로잡음으로써대칭성에의해 f 1(0) = 0를가정할수있다. 각점 (x, f(x))
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에서 장력의 크기가 T (x)라면 u(x) = (1, f 1(x))/
a

1 + f 1(x)2에 대하여

T (x+∆x)u(x+∆x) ´ T (x)u(x) ´ (w∆s)gj = 0.

T (x+∆x)u(x+∆x)

´(w∆s)gj
´T (x)u(x)

Figure 7. 현수선에서 힘의 평형.

한편 s(x) =
şx
a

a

1 + f 1(x)2dx에서

d

dx

(
T (x)

(1, f 1(x))
a

1 + f 1(x)2

)
= wg

a

1 + f 1(x)2j

따라서
d

dx

(
T (x)

a

1 + f 1(x)2

)
= 0

에서 T (x) = c
a

1 + f 1(x)2를 얻는다.

d

dx
(cf 1(x)) =

d

dx

(
T (x)f 1(x)

a

1 + f 1(x)2

)
= wg

a

1 + f 1(x)2.

wg
a

1 + f 1(x)2 = cf2(x)

wgx = c

ż x

0

f2(t)dt
a

1 + f 1(t)2
= c

ż x

0

d(f 1(t))
a

1 + f 1(t)2
= c arcsinh(f 1(x))

C = wg/c로 두면

f 1(x) = sinh(αx)

이므로 상수항을 적절히 조절하면

f(x) =
1

α
cosh(αx)

을 얻는다.

9.2. 정사각형 모양의 바퀴 : 생략.

9.3. 가까운 곡선 : 생략.
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9.4. 등시곡선 tautochrone. 등시곡선이란공을어디에두어도최저점까
지 내려가는 시간이 일정한 곡선이다.

사이클로이드

x = u ´ sinu, y = 1 + cosu, 0 ď u ď 2π

가 등시곡선임을 증명하자. 최저점의 높이는 0이다.

s = s(y)를 최저점에서부터의 높이 y 지점까지의 호의 길이로 정의하면

s(´2) = 0, s(y) = 2
?
2y임을 이미 증명하였다. 최초의 위치에너지는 mgy0,

운동에너지는 0이라면, 높이 y에서의 속도 v = v(y)에 대하여

mgy0 =
1

2
mv2 +mgy

이이므로 ds
dt = v = ´

a

2g(y0 ´ y)를 얻는다.

따라서 y = y0 지점에서 최저점 y = 0까지 걸리는 시간은

T =

ż 2
?
2y0

0

ds
a

2g(y0 ´ y)
=

ż y0

0

dy
a

gy(y0 ´ y)
=

1
?
g

ż 1

0

dt
a

t(1 ´ t)

=
1

?
g

ż 1

0

dt
a

1/4 ´ (t ´ 1/2)2
=

1
?
g

ż 1

´1

du
?
1 ´ u2

=
π

?
g
.

숙제. 기본연습문제 9.3.2





Part IV

다변수함수와 미분법





CHAPTER 10

다변수함수

1. 그래프와 등위면

n 변수 함수. 예 : 온도.

2변수 함수의 그래프. 예 : 고도.

등위면 (level surface).

2. 연속함수

다변수 함수의 수렴값.

불연속성.

유계인 집합.

열린 공과 영역의 내점 (interior point).

열린 집합과 닫힌 집합.

최대 최소 정리.

정리 10.2.1. 유계인닫힌집합 A Ď Rn에서정의된 n변수함수는최대값과

최소값을가진다.

3. 방향미분과 편미분

2015/9/6

편미분, 그래디언트 벡터.

Bf

Bxi
(P ) = Dif(P ) = lim

tÑ0

f(P + tei) ´ f(P )

t
.

∇f(P ) = (Dif(P )).
103
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방향미분.

Dvf(P ) = lim
tÑ0

f(P + tv) ´ f(P )

t
.

정리 10.3.1. Dvf(P ) = ∇f(P ) ¨ v.

증명은 연쇄법칙 뒤로 미룬다.

기하학적 의미.

정리 10.3.2. 주어진 함수 f : Rn Ñ R와 점 P P Rn에 대하여 ∇f(P )가

존재한다고하자.

(1) ∇f(P )의방향은 f가가장빨리증가하는방향이다.

(2) ∇f(P )의방향은단위벡터에대한 f의방향미분의최대값이다.

우리는 ∇f(P ) = Df(P )라고도 쓴다.

4. 미분가능함수

미분가능성. 1변수 함수의 예. ∇f(P )는 존재하지만 f는 미분가능하지

않은 예. (p.465 참조)

정리 10.4.1. n 변수함수 f : U Ď Rn Ñ R에대하여다음은동치이다 :

(A) f가 P에서미분가능.

(B) ∇f(P )가 존재하고 f(P + v⃗) = f(P ) +∇f(P ) ¨ v⃗ + o(v⃗)가 임의의 v⃗에

대하여성립한다.

1급 함수.

정의 10.4.2. f : U Ď Rn Ñ R 이 U에서 C1 (일급함수)이라 함은, ∇f가

U의 각 점에서 존재하고 연속이라는 것이다.

정리 10.4.3. f 가 U Ď Rn에서 C1 이면 U의각점에서미분가능하다.

5. 연쇄법칙

09/09. 파리의 온도변화 문제.

정리 10.5.1. n 공간의 열린 집합 U에서 미분가능한 함수 f와 구간 I에서

정의된미분가능한곡선 X : I Ñ U에대하여 :

d

dt
f(X(t)) = ∇f ˝ X(t) ¨ X 1(t), @t P I.
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Proof. Use X(t+ h)´X(t) = X 1(t)h+ u(h) where limhÑ0 u(h)/h = 0⃗

and f(X + v) ´ f(X) = ∇f(X) ¨ v + u1(|v|) where u1(t) = o(t). □

정리 10.3.1의 증명. Let X(t) = P + tv. Note X(0) = P and X 1(0) = v.

Hence,

Dvf(P ) = lim
hÑ0

f(P + hv) ´ f(P )

h
=

d

dt
f ˝ X(t)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t=0

= ∇f(P ) ¨ v

□

미분가능성의 정의.

명제 10.5.2. n 공간의 열린 집합 U에서 미분가능한 함수 f와 어떤 P P

U, a⃗ P Rn에대하여만일

lim
v⃗Ñ0⃗

f(X + v⃗) ´ f(X) ´ a⃗ ¨ v⃗

|v⃗|
= 0

가성립하면 a⃗ = ∇f(P )가성립한다.

Proof.

0 = lim
tÑ0

f(P + tei) ´ f(P ) ´ t⃗a ¨ ei
t

= lim
tÑ0

f(P + tei) ´ f(P )

t
´ai = ∇f(P )¨ei´ai

implies a⃗ = ∇f(P ). □

6. 기울기 벡터와 등위면

주어진 함수 f : Rn Ñ R와 점 P P Rn에 대하여 ∇f(P )가 존재한다고

하자.

정리 10.6.1. ∇f(P )는등위면 f(x) = f(P )의 P에서의접평면과수직하다.

곡면 S가어떤점 P에서벡터 v와수직하다함은, 곡면에포함되면서 P를

지나는 임의의 곡선의 P에서의 접벡터가 v와 수직하다는 뜻이다.

증명. f(X(t)) = k 이면 ∇f(X(0)) ¨ X 1(0) = 0이다.

예제 10.6.2. 타원곡면 x2 + y2/4 + z2/9 = 3의 한 점 (1, 2, 3)에서의 접평

면의 방정식을 구하라.

예제 10.6.3. 데카르트 곡선 x3 + y3 = 3xy의 접선 중 x+ y = 0과 평행한

것을 찾으라.
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7. 부록 : 일급함수, 열린 집합, 닫힌 집합, 유계인 집합

정리 10.7.1. n–공간의열린집합에서정의된일급함수는미분가능하다.

Proof. Let f : U Ď Rn Ñ R be of C1. By the Mean Value Theo-

rem 3.1.1,

f(x+∆x, y, z, . . . , w) ´ f(x, y, z, . . . , w) = ∆xDxf(x
˚, y, z, . . . , w)

for some x˚ between x and x+∆x, and similarly for y, z, . . . and w. So for

∆X = (∆x,∆y,∆z, . . . ,∆w), we have

f(X +∆X) ´ f(X)

= f(x+∆x, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w) ´ f(x, y, z, . . . , w)

= f(x+∆x, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w) ´ f(x, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w)

+ f(x, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w) ´ f(x, y, z, . . . , w)

= ∆xDxf(x
˚, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w) + f(x, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w)

´ f(x, y, z, . . . , w)

= ∆xDxf(x
˚, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w)

+ f(x, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w) ´ f(x, y, z +∆z, . . . , w +∆w)

+ f(x, y, z +∆z, . . . , w +∆w) ´ f(x, y, z, . . . , w)

= ∆xDxf(x
˚, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w) + ∆yDyf(x, y

˚, z +∆z, . . . , w +∆w)

+ f(x, y, z +∆z, . . . , w +∆w) ´ f(x, y, z, . . . , w)

= ¨ ¨ ¨ = ∆xDxf(x
˚, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w) + ∆yDyf(x, y

˚, z +∆z, . . . , w +∆w)

+ ∆zDzf(x, y, z
˚, . . . , w +∆w) + ¨ ¨ ¨ +∆wDwf(x, y, z, . . . , w

˚)
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Since f is C1, ∇f is continuous.

|f(X +∆X) ´ f(X) ´ ∆X ¨ ∇f(X)|

= ∆X ¨ (Dxf(x
˚, y +∆y, z +∆z, . . . , w +∆w) ´ Dxf(x, y, z, . . . , w),

Dyf(x, y
˚, z +∆z, . . . , w +∆w) ´ Dyf(x, y, z, . . . , w),

Dzf(x, y, z
˚, . . . , w +∆w) ´ Dzf(x, y, z, . . . , w),

. . . , Dwf(x, y, z, . . . , w
˚) ´ Dwf(x, y, z, . . . , w)) = ∆X ¨ u

where lim∆XÑ0 u = 0. Hence

|f(X +∆X) ´ f(X) ´ ∆X ¨ ∇f(X)|

|∆X|
=

|∆X ¨ u|

|∆X|
ď |u| Ñ 0

as ∆X Ñ 0. This proves that f is differentiable. □





CHAPTER 11

최대최소값 문제와 고계미분

1. 적분기호 속의 미분법

정리 11.1.1 (라이프니츠 정리). 일급함수 f : [a, b] ˆ [c, d] Ñ R에 대하여

다음이성립한다 :

d

dx

ż d

c
f(x, y)dy =

ż d

c

B

Bx
f(x, y)dy.

예제 11.1.2.
d

dx

ż π

1

sinxy

y
dy =

2. 이계미분

Recall: C0, Ck 함수.

정의 11.2.1. f : U Ď Rn Ñ R이 Ck+1라 함은 ∇f가 임의의 P P U에서

존재하고 각 일계 편미분이 Ck라는 것을 의미한다.

정리 11.2.2 (Clairaut의 정리, 편미분 교환법칙). f : U Ď Rn Ñ R가 C2

이면임의의 i, j에대하여 DiDjf = DjDif이다.

Proof. For x, y P [a, b] ˆ [c, d],
ż y

c
D1D2f(x, t)dt = D1

ż y

c
D2f(x, t)dt = D1(f(x, y) ´ f(x, c)).

Also,
ż y

c
D2D1f(x, t)dt = D1f(x, y) ´ D1f(x, c)).

Hence we have
ż y

c
D1D2f(x, t)dt =

ż y

c
D2D1f(x, t)dt

and complete a proof by differentiating the both sides. □

예제 11.2.3.
B5

Bz2Bx2By
zee

x3y cos(xy)

109
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2.1. 방향미분작용소.

복습. f : U Ď Rn Ñ R가 C1이면 v⃗ P Rn에 대하여

Dv⃗f(P ) = ∇f(P ) ¨ v⃗ =
ÿ

i

viDif(P ).

이제 Dv⃗는 C1 함수들의 집합에서 연속함수들의 집합으로 가는 규칙 (작용소,

혹은 함수)로 볼 수 있다. 이 때 이러한 작용소들 사이의 관계는 Dv⃗ =
ř

i viDi

로 쓸 수 있다. 이 때

D2
vf(P ) = Dv (Dvf(P )) = ∇ (Dvf) (P ) ¨ v = ∇ (∇f ¨ v) (P ) ¨ v

= ∇

(
ÿ

i

viDif

)
(P ) ¨ v =

(
ÿ

i,j

viDiDjf(P )

)
¨ v =

ÿ

i,j

vivjDiDjf(P )

이므로 D2
v =

ř

i,j vivjDiDj로 쓸 수 있다.

예제 11.2.4. f : R2 Ñ R일때, D(a,b)f(P )는 (a, b)방향단면의일계미분을

의미하고 D2
(a,b)f(P )는 (a, b) 방향 단면의 이계미분을 의미한다.

연습문제 2.1. p.478 기본연습문제 2.1.3

Dk
(a,b) =

k
ÿ

i=0

(
k

i

)
aibk´iDi

1D
k´i
2 .

3. 테일러 전개와 근사값이론

일차근사값. f : U Ď Rn Ñ R가 미분가능이라면 (혹은 조금 더 강하게,

C1이면) 임의의 v⃗ P Rn에 대하여 :

f(P + v⃗) = f(P ) +∇f(P ) ¨ v⃗ + o(v⃗).

여기서 f(P ) +∇f(P ) ¨ v⃗를 P에서 f(P + v⃗)의 일차근사값이라 부른다.

예제 11.3.1. (0.99e0.02)8의 일차근사값.

테일러 전개. f가 a P R근방에서정의된 Cn 함수이면충분히작은임의의

h에 대하여 적당한 a˚ P (a, a+ h) Y (a+ h, a)가 존재하여 다음이 성립한다 :

f(a+ h) = f(a) + f 1(a)h+
f2(a)

2
h2 + ¨ ¨ ¨ +

f (k´1)(a)

(k ´ 1)!
hk´1 +

f (k)(a˚)

(k)!
hk.

여기서 h가 충분히 작다 함은 f가 a+ h의 근방에서 잘 정의되어 있다는 의미

이다. 위 조건을 다시 쓰면, 충분히 작은 임의의 h에 대하여 적당한 0 ă t˚ ă 1
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이 존재하여

f(a+h) = f(a)+f 1(a)h+
f2(a)

2
h2+ ¨ ¨ ¨+

f (k´1)(a)

(k ´ 1)!
hk´1+

f (k)(a+ t˚h)

(k)!
hk.

정리 3.2 다변수 테일러 전개, 3.0.3

f : U Ď Rk Ñ R가 Ck이고 어떤 P P U, v P Rk에 대하여 tP + tv : t P

[0, 1]u Ď U가 성립한다고 가정하자. 그러면 적당한 0 ă t˚ ă 1이

존재하여

f(P + v) = f(P ) +Dvf(P ) +
D2

vf(P )

2
+ ¨ ¨ ¨

+
Dk´1

v f(P )

(k ´ 1)!
+

Dk
vf(P + t˚v)

k!

가 성립한다.

Proof. g(t) = f(P + tv)일 때 g(i)(t) = Di
vf(P + tv)임을 이용하여

g(1) = g(0) + g1(0) +
g2(0)

2
+ ¨ ¨ ¨ +

g(k´1)(0)

(k ´ 1)!
+

g(k)(a+ t˚)

(k)!
.

□

09/16 테일러 전개 복습, 근사다항식, 방향미분작용소, 잉여항

3.1. 근사다항식과 잉여항.

근사다항식. 테일러 전개에서

Tkf(P, v) = f(P ) +Dvf(P ) +
D2

vf(P )

2
+ ¨ ¨ ¨ +

Dk
vf(P )

k!

를 f의 v-방향근사값이라부른다. 또한, Tkf(P,X´P )는 f(X)의점 P에서의

k-차근사식이라 부른다.

예제 11.3.3. f(x, y) = ex cos y+xy의 (0, 0)에서의 2차근사식을구하여라.

T2f(P, (a, b)) = f(P ) +D(a,b)f(P ) +
D2

(a,b)f(P )

2

을 이용한다.
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복습. 일변수 함수 f : I Ď R Ñ R의 k 차 잉여항은 f(x) ´ T a
k f(x) =

Ra
kf(x)로 주어진다. 또한

Ra
kf(a+ h) =

f (k+1)(a+ t˚h)

(k + 1)!
hk+1

를만족하는 t˚ P (0, 1)이존재하므로만일Mk+1 = maxxPI |f (k+1)(x)|이유한

하다면 |Ra
kf(a+ h)| ď

Mk+1

(k+1)!h
k+1이 성립한다.

잉여항. 일반적으로 Rkf(P, v) = f(P + v)´Tkf(P, v)를 f의 k가잉여항

이라 한다.

정리 11.3.4. 만일

Mk+1 = max |Di0Di1 ¨ ¨ ¨Dikf(P + tv)| : i0, i1, . . . , ik P t1, 2, . . . , nu, t P [0, 1]

이유한하다면

|Rkf(P, v)| ď
Mk+1

(k + 1)!
(|v1| + |v2| + ¨ ¨ ¨ + |vn|)k+1

이성립한다.

Proof. 적절한 t˚ P (0, 1)이 존재하여

Rkf(P, v) =
Dk+1

v f(P + t˚v)

(k + 1)!

가 성립한다. 이제

Dk+1
v f(X) = (

ÿ

i

viDi)
k+1f(X) =

ÿ

i0,i1,...,ikPt1,2,...,nu

vi0vi1 ¨ ¨ ¨ vikDi0Di1 ¨ ¨ ¨Dikf(X)

에서

|Dk+1
v f(P + t ˚ v)| ď

ÿ

i0,i1,...,ikPt1,2,...,nu

|vi0vi1 ¨ ¨ ¨ vik |Mk+1

= Mk+1 (|v1| + |v2| + ¨ ¨ ¨ + |vn|)k+1

이어서 증명이 끝난다. □

따름정리 11.3.5 (따름정리 3.1.6). Ck+1인함수 f의 k차잉여함수 Rkf는

Rkf(P, v) = o(|v|k)
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를만족한다.

예제 11.3.6. f(x, y) = ex sin y이면 Mk(x) ď ex이다.

3.2. 테일러 전개의 유일성. 다변수 다항식 q(x1, x2, . . . , xn)의 각 항은
śk

j=1 xij 꼴로쓸수있고이때이항의차수는 k로정의한다. 다항식 q의차수

는 차수가 가장 높은 항의 차수로 정의한다. 만일 g가 k차 이하의 다항식이면

Tkg = g가 성립한다.

정리 11.3.7 (정리 3.2.2). Ck+1인함수 f와 g가어떤점 P 근방에서

f(P + v) = g(P + v) + o(|v|k)

를만족하면

Tkf(P, v) = Tkg(P, v)

를만족한다.

위의 정리에서 g의 차수가 k 이하인 다항식이었다면 Tkf = g가 되어서

결국 f ´ g = o(|v|k)가 되게 하는 다항식 g는 Tkf 밖에 없음을 알 수 있다.

연습문제 3.1. 차수가 k차 이하인 다변수 다항식 중에서 o(|x|k)인 것은 0

밖에 없다. 이를 증명하라. (힌트. 산술-기하)

4. 임계점 정리

09/21

페르마의 임계점 정리. 주어진 a P Rn과 r ą 0에 대하여 B(a, r) = tx P

Rn : |x ´ a| ă ru로 정의하자. 어떤 집합 U P Rn이 열려있다는 것은 임의의

a P U에 대하여 적절한 r ą 0가 존재하여 B(a, r) Ď U라는 것이다. 어떤 집합

C Ď Rn가 닫혀있다는 것은 RnzC가 열려있다는 것이다. 직관적이로 이는

C의 “경계”(우리에게는 아직 엄밀하게 정의한 적이 없는 용어이다)를 C가

포함한다는 것이다.

우리는 항상 U를 (다른 조건이 없다면) 주어진 열린 집합이라 가정한다.

다음은 일변수 함수의 직접적인 확장이다.

정의 11.4.1. (1) f : U Ď Rn Ñ R에 대하여 a P U가 f의 극대점

(local maximum point)이라함은 a를포함하는어떤근방 J = B(a, r)
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가 존재하여 임의의 x P J에 대해

f(a) ě f(x)

이라는 것이다. 극소값도 비슷하게 정의한다.

(2) 극대점와극소점은극점(extremum point)이라불린다. 또한극대점,

극소점에서 f의 값을 극대값, 극소값 (통칭하여 극값)이라 부른다.

(3) f : U Ď Rn Ñ R에대하여M P R이 f의최대값이라함은M = f(a)

인 a P U가 존재하고, 임의의 x P U에 대해

f(x) ď M

이라는 것이다. 최소값도 비슷하게 정의한다.

정의 11.4.2. (1) 미분가능한 함수 f : U Ď Rn Ñ R에 대하여 a P U

가 f의 임계점이라 함은

∇f(a) = 0⃗

이라는 것이다.

정리 11.4.3 (페르마 정리). 미분가능한 함수 f : U Ď Rn Ñ R의 극점은

항상임계점이다.

Proof. P P U가 극점이라 가정하고 i = 1, 2, . . . , n을 하나 고정한 후에

g(t) = f(P + tei)라 정의하면

g1(0) = Dif(P )

가 성립한다. 이 때

lim
tÑ0+

g(t) ´ g(0)

t
= g1(0) = lim

tÑ0´

g(t) ´ g(0)

t

임에주목하여보자. 편의상주어진극점이 극대점이었다면좌변은 0 이하여야

하고 우변은 0이상이어야 한다. 따라서 g1(0) = 0 = Dif(P )이다. □

위의증명에서극점의성질에의하여 g 는 t = 0에서극점을가진다. 따라서

일변수 함수의 페르마 정리를 이용하여 g1(0) = 0라는 결론을 내리고 증명을

마칠 수도 있다. 위의 증명은 일변수 함수의 페르마 정리까지 한꺼번에 보이는

것이다.
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최대최소. 어떤 집합 A Ď Rn이 유계라 함은 적절한 R ą 0에 대하여

A Ď B(O,R)이 성립한다는 것이다.

정리 11.4.4 (최대최소값 정리, 정리 2.1.2). Rn의 유계인 닫힌 집합에서

정의된연속함수는최대값, 최소값을가진다.

예제 11.4.5. P1, P2, . . . , Pk P Rn이 주어져 있을 때

f(X) =
ÿ

i

|X ´ Pi|
2

의 최소점을 (엄밀하게!) 구하여라.

5. 헤세판정법

최대최소점, 극점, 임계점의 관계.

정의 11.5.1. 극점이 아닌 임계점을 안장점이라 부른다.

일변수 함수의 극대극소 판정법.

정의 11.5.2 (헤시안). 미분가능한 함수 f : U Ď Rn Ñ R에 대하여

f2(P ) =

(
B2f

BxiBxj
(P )

)
로 정의한다.

예제 11.5.3. xy, xyz...

정의 11.5.4.

A =

 a b

b c


에 대하여

(1) A ą 0 ô a ą 0,detA ą 0.

(2) A ă 0 ô a ă 0,detA ą 0.

detA = 0이거나 a = 0인 경우에는 정의하지 않는다.

보조정리 11.5.5 (이차형식의 최대최소). 이차형식

q(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 =
(

x y
) a b

b c

 x

y


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에대응되는행렬 A =

 a b

b c

에대하여
(1) A ą 0이면 O는 q의최소점이다.

(2) A ă 0이면 O는 q의최소점이다.

(3) detA ă 0이면 O는 q의안장점이다.

증명 : 식의 정리.

정리 11.5.6 (헤세 판정법). f2 ą 0, f2 ă 0,det f2 ă 0의경우.

증명 : 테일러 전개 (생략).

예제 11.5.7. 다음 함수의 극값을 찾고 분류하라 :

f = x3 ´ 12xy + 8y3.

6. 라그랑지 승수법

질문 11.6.1. 크기 x ˆ y의 스크린 제작비용이 f(x, y) = 2x + 3y + x2y라

할때주어진비용으로만들수있는스크린의최대면적은?

Karush–Kuhn–Tucker condition.

경제학에서 Cobb–Douglas production formula는주어진 raw material x,y

에 대하여

p(x, y) = ALαKβ

로 주어진다. 여기서 A는 상수, L는 labor, K는 capital의 양이며 α + β = 1

인 경우를 constant returns to scale 경우라 한다. α, β는 output elasticity라

부른다.

정리 11.6.2 (라그랑즈 승수법). f, g : U Ď Rn Ñ R이 C1 함수들이고 S g

의 한 등위면이라 하자. 만일 P P S가 S위에서의 f의 극점이라면 ∇f(P )와

∇g(P )는일차종속이다.

증명. 3변수 함수에 한정. P를 지나고 S 위에 있는 임의의 곡선 X(t)에

대하여 ∇f(P ) ¨ X 1(0) = f(X(t))1|t=0 = 0임을 보면 된다.

예제 11.6.3. 철 10, 구리 20, 석유 30, 생산가 f = x2yz. 답이복잡해질수

있음에 주의.

예제 11.6.4. 곡면 S : z = 6xy + 7과 원점의 거리를 구하여라.
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최대최소정리. P P Rn과 r ą 0에 대하여

B(P, r) = tx P Rn : |x ´ P | ă ru

로 정의하자. 어떤 A Ď Rn이 유계라 함은 A Ď B(O,R)인 R ą 0이 존재한다

는 것이다.

이제 U Ď Rn가 열려 있다는 것은 임의의 P P U에 대하여 B(P, r) Ď U인

r ą 0가존재한다는것이다. 또한닫힌집합은열린집합의여집합을의미한다.

보조정리 11.6.5. (1) 연속함수 f : Rn Ñ R의 등위면 f = k는 닫힌

집합이다.

(2) 연속함수 f : Rn Ñ R에대하여영역 f ď k는닫힌집합이다.

(3) 닫힌집합두개의교집합은닫혀있다.

예제 11.6.6. 원점에서 z = x2 + 2y2까지의 최단 거리는?

일반적으로 원점에서 등위면 g = k까지의 최단거리는?

부록 : 라이프니츠 정리의 증명, 변분법

6.1. 라이프니츠 정리의 증명. 각자 읽어 볼 것.

6.2. 변분법.

질문 11.6.7 (Brachistochrone problem). 수직한평면위의두점 O에서 A

까지중력에의해움직이는최단시간경로는?

y = f(x), f(0) = 0, f(a) = b, f 1(x) ě 0

을 가정하면
1

2
mv2 ´ mgf(y) = 0

v =
a

2gy =
a

2gf(x)

가 성립한다. 또한

v =
ds

dt
=

a

1 + f 12dx

dt

이므로

T =

ż a

0

d

1 + f 1(x)2

2gf(x)
dx
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이다. 이제

F = tf P C1[0, a] : f(0) = 0, f(a) = bu

로 두고 L : F ˆ F Ñ R을

L(u, v) =

ż a

0

d

1 + v(x)2

2gu(x)
dx

로 정의하면 우리는 L(f, f 1)를 최소로 하는 f P F를 찾고자 하는 것이다.

보다일반적으로 C2 범함수 L : F ˆF Ñ R이있다고하면임의의 C1 함수

h : [0, a] Ñ R, h(0) = 0, h(a) = 0에 대하여

g(t) =

ż a

0
L(f + th, f 1 + th1)dx

는 g1(0) = 0이다. 이를 이용하면

0 =

ż a

0

(
D1L(f, f

1) ´
d

dx
D2L(f, f

1)

)
h(x)dx.

이어서결국 D1L(f, f
1)´ d

dxD2L(f, f
1) = 0이라는오일러–라그랑즈방정식을

얻는다. 이를 정리하여 적분하면

L(f, f 1) = f 1D2L(f, f
1) + C

를 얻고 따라서
d

1 + f 12

2gf
= f 1 f 1

?
2gf

a

1 + f 12
+ C

가 되어서 결국 미분방정식

f(1 + f 12) =
1

2gC2
= 2r

이 되고 이는
dy

dx
=

c

2r

y
´ 1

이 되어서 치환 y(u) = r(1 ´ cosu)에 대하여 x(u) = r(u ´ sinu)를 얻고,

구하는 brachistochrone은 cycloid임을 얻는다.
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벡터장과 선적분

1. 벡터장
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Part V

다중적분과 그린 정리





CHAPTER 14

다중적분

1. 넓이와 부피

복습. 만일 우변이 존재한다면,
ż b

a
f := lim

nÑ8

n´1
ÿ

i=0

f(x˚
i )(xi+1 ´ xi).

보다정확하게는, f : A Ď Rn Ñ R에대하여 f : [a, b]ˆ [c, d]ˆ ¨ ¨ ¨ Ñ R로

자명한확장을시행한후에, lim|P |Ñ0 L(P, f) = lim|P |Ñ0 U(P, f) 이면그값을
ş

f로 정의.

넓이, 부피 등은 Vn(A) =
ş

A fdVn =
ş

Rn 1AdVn으로 정의.

적분가능한 함수.

정리 2.5.1, 2.5.2.

평균.

2. 푸비니 정리

2차원 : f와 fx가 모두 적분가능하면 F도 적분 가능하다.

반원판.

포물선 y = 1 ´ x2 밀도 y2의 질량, 기하학적 중심?

보기 3.0.7.

일반적인 영역.

ż b

a

ż β(x)

α(x)
f(x, y)dydx

ż b

a

ż β(y)

α(y)
f(x, y)dxdy

고차원 푸비니 정리.

보기

3.0.10.
131
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3.0.11

3. 2차원 푸비니 정리의 증명

x P [a, b],

F (x) =

ż d

c
f(x, y)dy.

우리가 증명할 식은
ż ż

[a,b]ˆ[c,d]
f =

ż b

a
Fdx.

조건에의하여 F는잘정의되어있고, L(P, f)와 U(P, f)는 |P | Ñ 0일때같은

값으로 수렴.

그래프 아래의 부피

5.2.1 입체각 벡터장. P P R3에 대한 입체각벡터장은 각 X P R3에서

AP (X) =
X ´ P

|X ´ P |3

로 정의된다. 이제

F (X) =

¡

|P |ďa

AP (X)dV (P )

로 두면

F (X) =

$

’

&

’

%

4πa3

3|X|3
X if |X| ě a,

4π
3 X if |X| ď a

임을 증명하라.

예제 14.3.1. 반지름이 r이고밀도가 1인균일한원판의중심과수직한직선

L을 생각하자. 이 직선 L 위에서 원판의 중심과 거리가 d인 점에서 원판에

대한 위치에너지는?

3.1. 관성모멘트. 질점, 고체, 평면 영역, 나선, 곡면

밀도함수가 µ인 고체를 직선 ℓ 주위로 회전시킬 때 운동에너지는
¡

1

2
µrωdtdxdydz =

1

2
Iω2

으로 주어지는 데 여기서

I =

¡

µr2dxdydz
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이다.

예 : 상자,





CHAPTER 15

벡터장의 발산과 그린 정리

1. 발산함수

물리적인 의미

2. 평면의 발산정리

법선벡터, 외향법선벡터, 평면의 발산정리, 2차원 입체각 벡터장, 각원소

벡터장 별모양의 곡선에 대한 2차원 입체각 벡터장의 적분

보기 2.1.3 각자 읽어볼 것

미적분학의 기본정리 ñ 2차원 발산정리

3. 회전도

정의, 예

비회전장과 보존장, 각원소 벡터장

회전도의 물리적 의미

rot(F ) = lim
rÑ0

1

πr2

ż

Cr

F ¨ Tds.

4. 경계와 향

양의 방향

5. 그린정리

그린 정리
¿

BD

Pdx+Qdy =

ĳ

D

(Qx ´ Py)dxdy.

종이호랑이 예제

Cycloid의 넓이
ş

ydx.

미적분학의 기본정리 ñ 2차원 발산정리 ñ 2차원 그린정리
135
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6. 부록 : 발산함수와 부피변화

보조정리 15.6.1. 열린구간 J Ď R에서주어진 C1 함수

A : J Ñ M3ˆ3(R)

가 A(0) = I3를만족하면

(detA(t))1
|t=0 = trA1(0)

가성립한다.

이제 F : U Ñ R3가주어진벡터장이라하고 P P U를고정하자. P 주위의

작은 영역 D Ď U가 주어져 있을 때, F에 의해 정의된 흐름이 Φt라면

d

dt
Φt(X) = F (Φt(X)),Φ0(X) = X

가 임의의 X P D에 대해 성립한다. 한편 Φ0는 항등사상이므로 detDΦt ‰ 0

가 작은 t에 대해 성립한다. 따라서 치환적분이 적용가능하여

vol(Dt) =

¡

Dt

dV3 =

¡

D

detDΦtdV3

가 성립한다. 여기서 부터 t = 0일 때,

d

dt
vol(Dt) =

¡

D

d

dt
detDΦtdV

=

¡

D

tr d

dt
DΦtdV

=

¡

D

trD d

dt
ΦtdV

=

¡

D

trDFdV =

¡

D

divFdV
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면적분과 발산 정리 및 스토크스 정리





CHAPTER 16

곡면과 면적분

1. 곡면

매개곡면의 정의, 토러스, 그래프, 등위면, 회전면, 일반적인 회전면

복습. 곡선 X : I Ñ Rn이 정규곡선이라 함은 X가 C1이고 모든 t에 대하

여 X 1(t) ‰ 0⃗임을 의미한다.

정의 16.1.1. 곡면 X : D Ď R2 Ñ R3이 정규곡면이라 함은 X가 C1이고

모든 (u, v) P D에 대하여 Xu ˆ Xv ‰ 0⃗임을 의미한다. 이 때 Xu ˆ Xv를

곡면에 정의된 법벡터장이라 부른다.

2. 곡면의 넓이

11/09: 정규곡선, 정규곡면,

넓이의 정의, 면적소, 직관적인 의미

그래프, 구면

3. 면적분

면적분의 정의.

동기-총질량.

예제 16.3.1. 원뿔 r = z ď 1의 밀도가 f = z일 때 총질량과 평균 밀도를

구하여라.

평균값

정리 16.3.2 (적분의 평균값 정리). X가 구간, 곡선, 곡면 또는 n 차원

영역일때연속함수 f에대하여어떤 x̄ P X가존재하여
ş

X f
ş

X 1
= f(x̄)

가성립한다.
139
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무게중심.

재매개화.

예제 16.3.3. S : x2+y2+z2 = a2, z ě 0의밀도가 f = z일때평균밀도와

무게중심을 구하여라.

재매개화 (곡선, 곡면).

정리 16.3.4 (정리 3.1.1). 매개곡면 X : D Ñ R3에서 정의된 함수 f의

면적분값은곡면을재매개화하여도변하지않는다.

Proof. G : D̃ Ñ D를 잡고 X̃ = X ˝ G일 때
ż

X
fdS =

ż

X̃
f

를 보이면 충분하다. 이는
ż

X
fdS =

ż

D
f˝X(u, v)|XuˆXv|dudv =

ż

D̃
f˝X˝G|XuˆXv|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(u, v)

(U, V )

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dUdV

ż

X̃
f =

ż

D̃
f ˝ X ˝ G|X̃U ˆ X̃V |dUdV

한편

X̃U =
BX

BU
= Xu

Bu

BU
+Xv

Bv

BU

X̃V =
BX

BV
= Xu

Bu

BV
+Xv

Bv

BV

에서 원하는 결론을 얻는다. □

그래프의 면적분, 곡면의 중심, 유향곡면

4. 벡터장과 면적분

복습 : 유향곡면.

벡터장의 면적분.

폐곡면과 플럭스.

예제 16.4.1. F = xi + yj이고 D Ď R2를
?
x +

?
y = 1로 둘러쌓인

영역이라 할 때, F의 BD에 대한 플럭스를 구하여라.
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그래프의 면적분 공식.

정리 16.4.2. F⃗ = Pi + Qj + Rj 일 때 그래프 S : z = g(x, y), (x, y) P D

에대하여
ż

S
F⃗ ¨ dS⃗ =

ż

D
(´Pgx ´ Qgy +R)dxdy.

Proof. X(x, y) = (x, y, g(x, y))에대하여 Xx ˆXy = (´gx,´gy, 1)이므

로 자명. □

예제 16.4.3 (p.724 보기 4.3.1).





CHAPTER 17

발산 정리

1. 발산정리

발산정리.

예제 17.1.1 (p.729 보기 1.0.3).

입체각 벡터장에서의 발산정리.

예제 17.1.2. 입체각 벡터장 A(r) = r/r3을 생각하자.

(1) 원점을 중심으로 하는 반지름 a인 구면 Sa에 대하여
ş

Sa
A ¨ dS = 4π

임을 증명하라.

(2) div A = 0임을 증명하라.

(3) 여덟 개의 점 (˘1,˘1,˘1)이 이루는 정팔면체의 내부를 E라 할 때,
ş

BE A ¨ dS를 구하여라.

(4) 원점을지나지않는임의의곡면 S에대하여
ş

S A ¨ dS의의미를설명
하라.

2. 가우스 정리

가우스정리. 입체각 벡터장

AP (X) =
X ´ P

|X ´ P |

을 생각하자. i = 1, 2, . . . , n에 대하여 Ei(X) = qi
4πAPi(X)이 주어져 있다고

하고, E(X) =
řn

i=1Ei(X)로정의하자. S는 P1, P2, . . . , Pn과만나지않는 R3

의 닫힌 곡면이라면
n

ÿ

i=1

qi =

ĳ

S

E ¨ dS

가 성립한다.

3. 발산정리의 증명

복습. 미적분학의 기본정리, 연쇄법칙 ñ 선적분의 기본정리

143
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증명. 미적분학의 기본정리 ñ 2차원 발산정리 ñ 3차원 발산정리



CHAPTER 18

회전장과 스토크스 정리

1. 회전장

예제, 비회전장, 기울기 벡터장과의 관계

2. 스토크스 정리

예제, 폐곡면의 회전장 면적분

3. 스토크스 정리의 증명, 미분형식

미적분학의 기본정리 ñ 2차원 발산정리 ñ 2차원 그린정리 ñ 스토크스

정리

145
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